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Előszó
Az Univerzum a kozmológia ma elfogadott elmélete szerint forró, nagy sűrűségű állapotban jött
létre, majd tágulni és hűlni kezdett. A részecskefizikai elméletek szerint a magas hőmérsékle-
ten fennálló szimmetriák egy része alacsonyabb energián spontán sérül. Ennek megfelelően az
Univerzumnak kezdeti korszakában fázisátalakulások sorozatán kellett átmennie.
A spontán szimmetriasértő elméletek némelyike kiterjedt megoldásokkal rendelkezik. A fá-
zisátalakulások során a Kibble–Zurek–mechanizmussal, az ezen megoldások által leírt objektu-
mok, ún. defektek (húrok, doménfalak, monopólusok) létrejötte várható. Ezen defektek közül
a kozmológiai következményeik szempontjából talán a legfontosabbak a kozmikus húrok. A
kozmikus húrok hálózata létrejötte után dinamikusan fejlődik. A húrhálózat viselkedésének lé-
nyeges szerepe lehet a kozmikus mikrohullámú háttérsugárzás fluktuációinak kialakításában és
a struktúraképződésben.
A kozmikus húrokhoz matematikailag rendkívül hasonló megoldások a kondenzált anyagok
fizikájában is lényeges szerepet játszanak. A húrok és a szuperfolyadékok örvényfonalai, va-
lamint a másodfajú szupravezetők Abrikoszov–vortexei között szoros analógia áll fenn. Ezen
analógiák szerepe igen lényeges, hiszen segítségükkel a kozmológiára alkalmazott elméletek jós-
latai laboratóriumi körülmények között vizsgálhatók.
A legegyszerűbb, egydimenziós kiterjedt objektum, a kink részecskeszerűen viselkedik, tö-
megközéppontjának dinamikája jó közelítéssel a Newton–féle mozgásegyenletnek megfelelő.
Szintén igen fontos, és jól ismert probléma a nemrelativisztikus hidrodinamikában az örvények
dinamikája. A kétdimenziós esetben (mely pl. forgó szuperfolyadékokban kialakuló, párhuzamos
örvényfonalaknak felel meg) a vortexek mozgása egyszerű mozgásegyenlettel írható le, impul-
zusuk azonban nem a szokásos newtoni alakú, az örvények helyét, és nem annak időderiváltját
tartalmazza, így a dinamika elsőrendű.
Dolgozatomban a relativisztikus elméletekben lévő kinkek és vortexek dinamikájának egyes
kérdéseivel foglalkozom. Először a kink–sugárzás rendszer kölcsönhatását vizsgálom. Megmuta-
tom, hogy a Newton–féle mozgásegyenlet szerint mozgó kink ebben az esetben is jó közelítés. Az
elméletek egy tág osztályában egy meglepő effektus lép fel : a kinkre ható erő nem a szokásos
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sugárzási nyomásnak megfelelő, a sugárforrástól elfele mutató, hanem azzal éppen ellentétes
irányú. Ez azt jelenti, hogy a kinkre ható sugárzási nyomás negatív. Itt kivétel a sine–Gordon-
modell, melyben a sugárzási nyomás pontosan zérus.
Hasonló érdekes effektust találtam két dimenzióban is, a vortex–sugárzás kölcsönhatásban.
Az általam vizsgált relativisztikus esetben – a szuperfolyadékok esetétől eltérően – a szórási
probléma kétcsatornás, a Goldstone–tételnek megfelelően egy tömeges és egy tömegtelen módus
van. A vortexekre ható erőt mindkét módusú bejövő hullám esetén kiszámoltam. A tömeges
módus szórása esetén az erő itt is hullámforrás felé mutat, a vortexre is negatív sugárzási nyomás
hat.
A következő megvizsgált probléma egy, az elektrogyenge elmélet szemilokális határeseteként
is értelmezhető elmélet új típusú,ún. csavart húrjainak stabilitásvizsgálata. Ebben az elmélet-
ben a Higgs–mező kétkomponensű, az önkölcsönhatását leíró potenciál SU(2)–szimmetriával
rendelkezik. Az elmélet húrjai mágneses fluxust hordoznak. Megállapítom, hogy ezek a húrok
instabilak, perturbációk hatására tágulásnak indulnak. Ez azonban csak közbülső állapot, a
hosszú idejű dinamika, melynek során valószínűleg a sugárzási effektusok is lényeges szerepet
játszanak, további analízist igényel.
Végezetül egy, a kozmikus és a kondenzált anyagokbeli húrok közötti analógia szempontjából
fontos probléma megoldását mutatom be. A legegyszerűbb húrmegoldással rendelkező elméletek
kivételével a modellben szereplő Higgs–mező többkomponensű. Ezen elméletek húrjainak ana-
logonjai a több rendparaméterrel leírható kondenzált rendszerek vortexfonalai. Ugyanakkor a
kondenzált rendszerek esetében alkalmazott energiakifejezésben általában nem állnak fenn a ré-
szecskefizikai szempontból fontos szimmetriák. Ezért dolgozatom utolsó fejezetében azt a problé-
mát vizsgálom, hogy milyen húr- ill. vortexmegoldások léteznek az ábeli Higgs–modell egy olyan
kétkomponensű kiterjesztett változatában, melynek speciális esete az SU(2)–szimmetrikus ábe-
li Higgs–modell. Megállapítjuk, hogy az elmélet paramétereinek függvényében alapvetően két
eset lehetséges, aszerint, hogy a vákuumállapotban a skalármezőnek csak az egyik, vagy mindkét
komponense rendelkezik nemnulla várhatóértékkel. A csavart húrok az első esetben léteznek,
míg a második esetben a szokásos Abrikoszov–vortexekhez inkább hasonló megoldások vannak.
Különösen érdekes, hogy az első esetben gyakran egyszerre léteznek beágyazott ANO–, és náluk
lényegesen kisebb energiájú, várhatóan stabil vortexek.
A dolgozat felépítése a következő: az 1. fejezetben összefoglalom a lokalizált térelméleti
megoldások elméletének néhány, fontosabb eredményét. A 2. és 3. fejezetek témája a kiterjedt
megoldások és a sugárzás kölcsönhatása; illetve egy itt fellépő negatív sugárzási nyomás. Ezután,
a 4. fejezetben a csavart húrok stabilitásvizsgálatát mutatom be, végül az 5. fejezetben a nem
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1. fejezet
Bevezetés
Dolgozatomban a térelméleteknek – elsősorban a Goldstone– és az ábeli Higgs–modellnek –
olyan megoldásaival foglalkozom, melyek jól meghatározott térbeli kiterjedéssel rendelkeznek.
Ez a lokalizáltság biztosítja majd, hogy a megoldások valamilyen részecske– vagy húrszerűen
viselkedő objektumokat írjanak le.
Ezek a megoldások a klasszikus elmélet megoldásai, azonban jelentőségük a kvantumelmélet-
ben is megmarad. Hasonlóan ahhoz, ahogy a perturbatív térelméletben a részecskéket a mezők
vákuum fölötti gerjesztéseivel írjuk le, egy–egy kiterjedt megoldás körül is vizsgálhatók a ger-
jesztések. Ily módon a kiterjedt megoldások a kvantumelméletben nemperturbatív effektusok
leírására alkalmasak [75]. A klasszikus megoldások azonban önmagukban is leírhatnak fizikai-
lag jelentős objektumokat, például kozmikus húrokat [90, 44]. A jelen dolgozatban a kozmikus
húrok és kondenzált anyagokban fellépő analogonjaikkal kapcsolatos eredményeket fogok ismer-
tetni. A vizsgált objektumok, mint látni fogjuk, valamely fázisátalakulás során alakulnak ki.
A megfelelő rendparaméter nemnulla értéket vesz fel ; azonban az egymással nem kölcsönható
tartományokban nem ugyanazt a minimális energiájú értéket. A tartományok határain jönnek
létre ezek az objektumok, az ún. defektek.
Dolgozatomban elsősorban a három térdimenziós ábeli Higgs–modellnek és kiterjesztéseinek
hengerszimmetrikus megoldásaival, húrokkal foglalkozom1. A húroknak a szimmetriatengelyre
merőleges síkokban vett metszeteik, mint két dimenziós térkonfigurációk, a vortexek. A síkbeli
vortex energiája nem más, mint a húr hosszegységre eső energiája (mely a vizsgált esetekben, a
globális vortex kivételével, véges). A húrok esetében az elmélet Higgs–mezője egy szál mentén
zérus, a száltól nagy távolságra vákuumértéket vesz fel, a megoldás a két érték között interpolál.
A húr energiasűrűsége a szál közelében, a magban koncentrálódik. Ezen kívül foglalkozunk még
1Mértékelméletekben az invariancia általánosabban veendő: olyan konfigurációt nevezünk szimmetrikusnak,
ahol az adott transzformáció a gauge– ill. globális szimmetriák segítségével kompenzálható [30, 66].
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a doménfalak keresztmetszetének leírására alkalmas egydimenziós objektumokkal, a kinkekkel.
Itt a kink energiája a doménfal felületegységre eső energiájának felel meg.
A kiterjedt megoldások egy fontos osztálya a topologikus defekteké. Az elmélet M váku-
umsokasága azon skalármező–értékek halmaza, melyekre a potenciál minimális. Amennyiben az
elméletet d térdimenzióban tekintjük, akkor a tér végtelenhelyeinek halmaza egy Sd−1 gömb.
Egy sztatikus, véges energiás térkonfiguráció energiasűrűségének az origótól nagy távolságra le
kell csengenie. Ebből következően ott a skalártereknek aszimptotikusan a vákuumsokaságbeli
értékeket kell felvenniük. A skalármezőknek a végtelenben felvett értékeivel a konfigurációhoz
hozzárendelhető egy Sd−1 →M leképezés, és így πd−1(M) egy eleme. Amennyiben ez az elem
az egységtől különbözik, akkor az adott térkonfiguráció topologikusan különbözik a vákuumtól.
A téregyenletek egy ilyen megoldását topologikus defektnek nevezzük.
A vortexek esetében a tér kétdimenziós. Ekkor a vákuumsokaság π1(M) fundamentális
csoportjának elemei választhatják el a vortexeket a vákuumtól. A Goldstone- és az ábeli Higgs–
modell esetében a vákuumsokaság topológiája S1. Ebben az esetben tehát π1(M)=π1(S1)=Z.
Az egész számoknak való megfeleltetés nem más, mint a csavarodási szám, n : a vákuumso-
kaság pontjain (pozitív irányban) végighaladva, a skalármező fázisa 2πn-nel változik meg. A
Goldstone–modell vortexeit (mivel itt globális szimmetria sérül) gyakran globális vortexeknek,
míg az ábeli Higgs–modellbelieket lokális vortexeknek nevezik.
Defektek léteznek olyan elméletekben is, ahol a vákuumsokaság topológiája ezt a fenti módon
nem garantálja. Ilyenek a szemilokális defektek, amikor a vákuumsokaság megfelelő homotópi-
acsoportja még triviális, azonban a gauge–orbitok tere a vákuumsokaságban már nemtriviális
homotópiacsoporttal rendelkezik. Hasonlóképpen az elektrogyenge elmélet S3 topológiájú vá-
kuumsokaságának fundamentális csoportja is triviális.
A húrok keresésének egyik kiindulópontja az erős kölcsönhatás azon tulajdonságának meg-
magyarázására tett erőfeszítések voltak, hogy nagy távolságokon a potenciál lineárisan nő
(kvarkbezárás) [21]. Nielsen és Olesen eredeti munkája is ezen húr–kölcsönhatás egy modellje-
ként szolgált eredetileg [65]. A megfelelő konfigurációk [68, 94] ma fontos szerepet játszanak a
kvarkbezárás effektív elméletében. A QCD-n belül ennek megfelelő konfiguráció a center vortex,
mely a rácsszámolások szerint [21, 8] valóban fontos szerepet játszik a kvarkbezárásban.
Ezen kívül, csak említés szintjén felsorolható még sok egyéb elmélet, melyben húrok van-
nak: bizonyos, erősen kölcsönható kvantumos rendszerek (nemkonvencionális szupravezetők,
szuperfolyadék–szigetelő átmenetek vékonyrétegekben – közös vonás a kvantumos kritikusság,
kvantum fázisátalakulás [39, 40]) leírására lehetséges analógiákat keresni olyan modellekkel,
melyek az AdS/CFT dualitás segítségével tanulmányozhatók. Ilyen elméletekben is felfedeztek
vortexmegoldásokat [7].
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Ehelyen megemlítjük még a kozmikus szuperhúrokat: ezek a szuperhúrelmélet olyan megol-
dásai, amikor az infláció során egy fundamentális húr nő kozmikus méretűre. Hasonló húrelmé-
leti konstrukció a D–húr. A szuperszimmetrikus elméletek (pl. a hibrid F– és D–term infláció)
szintén kozmikus húrok megjelenését jósolja [50, 20, 58].
A kondenzált anyagok elméletében kiterjedt objektumok (elsősorban húrok, illetve örvény-
fonalak) már régebben ismertek. Ezek matematikailag a térelméleti lokalizált objektumokhoz
hasonlóan írhatók le, dinamikájukat azonban az őket körülvevő közeg lényegesen befolyásolja. A
kozmológiára alkalmazott elméletek ellenőrzése szempontjából nagy jelentősége van az ezeken
a rendszereken végzett laboratóriumi kísérleteknek [97, 49].
Jelölések
Az egységes tárgyalás érdekében a relativisztikus elméletek esetében a =1=c egységrendszert
használom, nemrelativisztikus esetekben pedig, amennyiben ez lehetséges, olyan mértékegysé-
geket választunk, hogy a sztatikus mozgásegyenletek megegyezzenek a relativisztikus változat
esetében érvényes alakkal.
A relativisztikus esetben a metrika szignatúrája gμν = diag(1,−1,−1,−1). A görög betűs
indexek a 0,1, . . . , d értékeket, míg a latin betűsek az 1,2, . . . , d értékeket veszik fel, ahol d a tér
dimenziószáma (ez a húrok esetében 3, a húrok szeleteit leíró vortexeknél 2, a kinknél 1).
1.1. Spontán szimmetriasértés
Az itt bemutatandó elméletek közös vonása a spontán szimmetriasértés mellett annak mechaniz-
musa. A modellek skalármezőket és velük kölcsönható mértéktereket tartalmaznak. A spontán
szimmetriasértés oka az lesz, hogy a skalármezők önkölcsönhatását leíró potenciál minimuma
nem a skalármezők zérus értékénél van.
Ekkor a legalacsonyabb energiájú állapotokban a skalármezőknek olyan értéket kell felvenni-
ük, melyre a potenciál minimális. Az ilyen állapotok halmazát nevezzük az elmélet vákuumsoka-
ságának. A vákuumsokaság egy elemét kiválasztva az elmélet szimmetriái közül kiválaszthatók
azok, melyek az adott elemet helybenhagyják. Jelölje ezen szimmetriaműveletek részcsoportját
H ; elemei a nem sérülő szimmetriák. Az elmélet teljes G szimmetriacsoportjának és H-nak a
faktorcsoportja a sérülő szimmetriák halmaza.
A részecskefizika mai, modern elméleteiben (az elektrogyenge elméletben, illetve a nagy
egyesített elméletekben) a spontán szimmetriasértés általános jelenség. Látni fogjuk, hogy a
használt formalizmus ennél általánosabb, és a fizika más ágaiban is gyakori felhasználást nyer.
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Ebben a szakaszban ezekre az alkalmazásokra fogok példákat felhozni.
1.1.1. A Goldstone–modell
A spontán szimmetriasértést tartalmazó térelméletek közül a legegyszerűbb a Goldstone–mo-
dell, vagy más néven φ4–elmélet. A modell egyetlen valós skalármezőt tartalmaz, melynek ön-








Ekkor a legalacsonyabb energiájú állapotokban a skalármező konstans, és |φ| = 1. Jól látható,
hogy az eredeti modell φ →−φ szimmetriája az, ami az alapállapotban spontán sérült, és ennek
megfelelően az alapállapotokat, φ = ±1-et is éppen ez a szimmetria kapcsolja össze. Ennek
a modellnek az 1+1–dimenziós változatában már létezik topologikus defekt típusú, kiterjedt
térelméleti megoldás (ld. lentebb).
A mező előjelszimmetriájánál bővebb, U(1) folytonos szimmetria sérül az elmélet komplex
skalármezőt tartalmazó változatában. Ekkor a Lagrange–függvény
L = (∂μφ)∗∂μφ− β
2
(φ∗φ−1)2 . (1.2)
Mindkét esetben látható, hogy a koordináták alkalmas átskálázásával a β paraméter tetszőle-
ges értéke beállítható. A modell sérülő szimmetriája ebben az esetben a globális U(1), mely
a φ → exp(iα)φ módon hat a φ téren. Ekkor a legalacsonyabb energiás állapotokat |φ| = 1
jellemzi. A tereknek a legalacsonyabb energiájú állapotokban felvett lehetséges értékeinek hal-
mazát a modell vákuumsokaságának szokás nevezni. Ebben az esetben ez a halmaz S1,a modell
kétdimenziós változata tartalmaz topologikus defekteket (ld. [66]).
Az alapállapot körüli perturbációkat vizsgálva, a teret φ = φ0(1+η+iθ) alakba írva, ahol η
és θ elsőrendűen kis valós skalárterek, az (1.2) Lagrange–függvényt másodrendig sorba fejtve,
jól látható, hogy η tömeges valós skalártér, θ pedig tömegtelen. Ez utóbbi a Goldstone–tétel
következménye. Az η a φ0 tér amplitúdóját perturbálja, ezért ezt a továbbiakban amplitúdó-
módusnak nevezzük, míg a θ Goldstone–módus a tér fázisát perturbálja.
Az (1.1) valós φ4-modell 1+1-dimenziós változatának megoldása a kink. Itt a topológiai
érvelés rendkívül egyszerű: az elmélet vákuumsokasága a {±1} halmaz, a számegyenes végte-
lenhelyei szintén kétpontú halmazt alkotnak. Látható, hogy a vákuumsokaság nem összefüggő
halmaz. A lecsengő energiasűrűségű térkonfigurációkat indexelő mennyiség a φ(+∞)−φ(−∞)
topologikus töltés. Az egyes osztályokban megadható a sztatikus téregyenletek egy-egy egzakt
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megoldása. A 0 értékhez természetesen a φ =±1 vákuumok tartoznak. A ± értékekhez pedig a
φ(x) = ± tanh(
√
β(x−x0)) (1.3)
kink és antikink megoldások. A megoldás a nevét a tanh–görbe jellegzetes alakjáról kapta. Ez
a megoldás a kiterjedt térelméleti megoldások legtöbb lényeges tulajdonságának bemutatására
alkalmas [66, 75] : energiasűrűsége exponenciálisan lokalizált, viselkedése részecskeszerű [60],
Lorentz–boost segítségével az elmélet további, egyenletes sebességgel mozgó kinknek megfelelő
megoldásait kapjuk. Amellett, hogy a kink sok, kiterjedt térelméleti megoldásokkal kapcsolatos
számolásban elméleti szempontból, mint legegyszerűbb példa szerepel, érdemes megemlítenünk,
hogy fizikai alkalmazása is van: alkalmas a doménfalak keresztmetszetének a leírására [90].
Kink–megoldások más egydimenziós elméletekben is létrejönnek, amikor diszktét szimmet-
ria sérül. Ilyen elmélet például a sine–Gordon-elmélet, amikor a potenciál V = 1− cos φ. A
sine–Gordon–egyenlet kinkjének alkalmazásaképpen megemlítjük a Josephson–átmenetek szer-
kezetének, illetve bizonyos típusú ferromágnesek doménfalainak a leírását [52].
A modellben húrmegoldás (illetve vortex-) megoldás is létezik 3 (ill. 2)dimenzióban. Ekkor
a skalármezőt φ = f(r) exp(inϑ) alakban keressük, ahol (r, ϑ) síkbeli polárkoordináták. A húr
a síkra merőlegesen mért z koordinátától független. A húr hosszegységre eső energiája (azaz
a vortex energiája) logaritmikusan divergens, azonban ezt a fizikai alkalmazásokban a véges
térfogat, illetve a szomszédos húrok átlagos távolsága regularizálja.
1.1.2. Az ábeli Higgs–modell és kiterjesztései
Ebben a szakaszban röviden bemutatom azt az esetet, amikor a Goldstone–tétel feltételei úgy
sérülnek, hogy a spontán szimmetriasértés után ne jelenjenek meg Goldstone–módusok [46].
Mint látni fogjuk, ebben az esetben viszont az elméletben szereplő, tömegtaggal eredetileg nem
rendelkező vektormező válik tömegessé. Legyen a modell Lagrange–függvénye (itt is a terek és








ahol az Fμν=∂μAν−∂νAμ az Aμ vektorpotenciálhoz tartozó térerősségtenzor, Dμ=∂μ−iAμ pedig
a megfelelő mértékkovariáns derivált. Az elmélet alapállapotában most is φ=φ0 állandó, |φ0|=1,
és Aμ = 0. Az alapállapot tehát sérti a φ → exp(iχ)φ, Aμ → Aμ +∂μχ mértéktranszformációt.
Az elmélet spektrumának felderítéséhez alkalmazzuk a következő változótranszformációt:
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Könnyen látható, hogy Fμν = ∂μBν −∂νBμ, valamint hogy Bμ tömeges vektormező, η tömeges
skalármező, a skalár– és a vektortömeg aránya β=m2s/m
2
v, és a θ tér (ami a Goldstone–modellben
a Goldstone–bozont írta le) kiesett az elméletből.
A modell többféleképpen továbbfejleszthető. Az elektrogyenge elméletben a mértékcsoport
nem az itt vizsgált, ábeli U(1) csoport, hanem SU(2)L×U(1)Y, és ennek a szimmetriának az
U(1)em-re sérülését kell leírni. Egyrészt tehát a mértékcsoportot kell másképp megválasztani,
másrészt, mint látni fogjuk, az elektrogyenge elméletben a skalármező kétkomponensű. A hú-
rok fizikájában a skalártér többkomponensű voltának egymagában is lényeges jelentősége lesz
(a vákuumsokaság topológiája az eddigi S1-hez képest megváltozik), ezért érdemes olyan el-
méleteket is vizsgálni, melyben a skalármező többkomponensű, azonban továbbra is egyetlen
U(1)–mértéktérhez csatolt. A mértéktranszformációkon kívül az elmélet még egy, a Φ tere-
ken definiáló ábrázolásban ható SU(n) szimmetriával is rendelkezik. Ezt az elméletet nevezzük
SU(n)global×U(1) kiterjesztett ábeli Higgs–modellnek, vagy SU(n) szemilokális modellnek. A
modell nevére az irodalomban az EAH–modell az elterjedt rövidítés, az angol „extended Abelian
Higgs model” elnevezés után. A modell vákuumsokasága a φ†φ = 1 halmaz, topológiája S2n−1.
Az ábeli Higgs–modellben már megadhatók véges energiás vortexek (véges hosszegységre
eső energiájú húrok), melyeket felfedezőik után Abrikoszov–Nielsen–Olesen- (ANO-) húroknak
nevezzük. Szintén lényeges eredmény, hogy az ANO–húrok közül az n = 1 csavarodási számú
húr β minden értékére stabil, míg a magasabb csavarodási számúak β < 1 esetén stabilak, β > 1
esetén a több, n = 1-es húrra való szétválásra nézve instabilak [36].
1.1.3. Spontán szimmetriasértés a részecskefizikában
A kozmikus húrok szempontjából az elektrogyenge (EW) és a nagy egyesített (GUT) elméletek
spontán szimmetriasértése releváns [90, 44]. Itt a Higgs–effektusnak az elektrogyenge elmélet-
ben betöltött szerepét mutatom be, a nagy egyesített modellekkel kapcsolatban az irodalomra
utalunk [19, 90, 44].
Az elektrogyenge elmélet a részecskefizika standard modelljének az elektromágneses és gyen-
ge jelenségeket leíró szektora. A standard modell egy SU(3)color×SU(2)L×U(1)Y mértékelmélet,
ahol a „L” index arra utal, hogy az SU(2)–mértékterek a balkezes részecskékhez csatolódnak,
míg az „Y” index arra, hogy az U(1)–mértéktér az Y gyenge hipertöltéshez.
A spontán szimmetriasértés során az SU(2)L×U(1) elektrogyenge szimmetria sérül, a meg-
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maradó szimmetria az elektromágneses U(1)em. Itt most az elméletnek a kozmikus húrok szem-











ahol fμν = ∂μBν − ∂νBμ az ábeli rész térerősségtenzora, F aμν = ∂νAaμ − ∂μAaν + igεabcAbμAcν a
nemábeli részé, Dμ = ∂μ+ig′/2Bμ+igT aAaμ pedig a kovariáns derivált. Φ itt kétkomponensű, a
generátorok T a = σa/2, σa a Pauli–mátrixok.
A spontán szimmetriasértésért felelős potenciál megegyezik az előző szakaszban ismertetett
SU(2) EAH–modellével, így a vákuumsokaság itt is S3 topológiájú, Φ†Φ = 1. Ezen legalacso-
nyabb energiájú állapotok közül szokás az alapállapotnak Φ0 = (0,1)T -at választani. Ekkor a
spontán szimmetriasértés után lehetséges olyan mértéket választani, melyben Φ = (0,1+H)T ,




(A1μ±A2μ) és Zμ = cos θWA3μ− sin θWBμ tömeges vektormezők és a Aμ = cos θWBμ +
+ sin θWA
3
μ tömegtelen vektormező. Itt θW a Weinberg–szög, vagy gyenge keveredési szög,
tan θW=g
′/g. Az elméletben a W és Z mezők kvantumai a gyenge kölcsönhatást közvetítő W– és
Z–bozonok, az A-val jelölt, tömegtelen mező kvantumai a fotonok. Könnyen ellenőrizhető, hogy
a W és a Z bozonok tömegnégyzeteinek aránya M2W /M
2
Z = cos
2 θW. A W– é Z–bozonokon kívül
a Φ Higgs–mező csatolt a standard modell további (fermionikus) mezőihez (tömeggenerálás)
[19].
A nagy egyesített elméletek valamilyen bővebb szimmetriacsoporttal rendelkezek, mely a
nagy egyesítés energiaskáláján (∼ 1015 GeV) először a standard modell szimmetriájára sérül,
majd az elektrogyenge szimmetriasértés skáláján (∼ 250 GeV) következik be a fentebb vázolt
elektrogyenge sértés.
1.2. Kozmikus húrok
Az Univerzum az Ősrobbanáselmélet szerint egy forró, nagy sűrűségű állapotban jön létre.
Ezután tágulásnak indul, és rohamosan lehűl, aminek következtében fázisátalakulások sorozatán
megy át:
· · · → GUT → SU(3)color×SU(2)L×U(1)Y → SU(3)color×U(1)em . (1.7)
A fázisátalakulások fenti sorozata az első milliszekundumon belül lejátszódik, a GUT–sértés
∼10−36 s-nál (energiaskálája ∼1015 GeV), az elektrogyenge sértés ∼10−12 s-nál (energiaskálája
∼ 250 GeV). A kettő között, 10−36 és 10−32 s között játszódik le az Univerzum exponenciális
tágulása, az infláció.
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A fent leírt fázisátalakulások során, amennyiben azokat a Higgs–effektussal írjuk le, skalár-
mező–kondenzátumok jönnek létre. Ilyenkor a fázisátalakulás során, a tér egyes, egymással nem
korrelált tartományaiban a kondenzátum nem feltétlenül azonos értéket vesz fel. A különbö-
ző értékhez tartozó tartományok határain defektek (doménfalak, húrok, monopólusok) jönnek
létre. A defektkeletkezés e módja a Kibble–Zurek-mechanizmus [48, 97].
Ebben a szakaszban először a kozmikus húrok, és más defektek keletkezését, a létrejövő
defektek későbbi fejlődését, és jelenlétük kozmológiai következményeit tárgyaljuk.
1.2.1. Defektek keletkezése
Másodrendű fázisátalakulás esetén Kibble és Zurek szerint [48, 97] a következőképpen kelet-
keznek a defektek. A kritikus hőmérséklet felett a szimmetria ép, a szimmetriasértésért felelős
skalármező várhatóértéke 0. A Tc kritikus hőmérséklet alatt kezd a kondenzátum megjelen-
ni. A fluktuációk miatt van egy ξ(t) korrelációs hossz, amekkora tartományon kívül a mező
értéke nem korrelált. Ennek nagysága a fázisátalakulás dinamikájától függ, azonban a kauza-
litás alapján ξ(t) ≤ dH(t), ahol dH a horizontméret, dh(t) ∼ t. Ahogy a hőmérséklet tovább
csökken, egy idő után a fluktuációk nem lesznek elegendőek ahhoz, hogy egy adott rc(t) karak-
terisztikus méretű tartományban a relatív fluktuációk egységnyiek legyenek. Ez a hőmérséklet
a TG Ginzburg–hőmérséklet. Becslése úgy lehetséges, hogy figyelembe vesszük, hogy r méretű
cellában a fluktuációk nagyságát meghatározza, hogy energiájukra (az egyszerűség kedvéért a
Goldstone–modellben számolva)
r3m2(T )|φδφ| ∼ T, (1.8)
teljesül, ahol m(T ) az adott hőmérsékleten érvényes skalármező–tömeg2. Ekkor r helyére az rc∼
∼|m(T )|−1 karakterisztikus méretet behelyettesítve, a mezőt a várható értékével, |φ|∼|m(T )|/β-
val helyettesítve ∣∣∣∣δφφ
∣∣∣∣∼ βT|m(T )| , (1.9)
T = TG az a hőmérséklet, amikor ez egységnyi. Az ekkor létrejött tartományok befagynak, két
tartomány határán falak, három tartomány határán húrok jönnek léte; ily módon egy falakból
és húrokból (valamint esetleg egyéb defektekből, pl. monopólusokból) álló hálózat jön létre. A
fentiek alapján, ξ-nek a TG Ginzburg–hőmérséklet elérésekori értékéből megbecsülhető ennek a
hálózatnak a karakterisztikus mérete. A húrok számát egy ξ méretű tartományokon simított,
a vákuumsokaság értékeit véletlenszerűen felvevő mezőkonfiguráció nullahelyeinek eloszlásából
kell meghatározni [90].
2A skalármező–tömeg a véges hőmérsékleti kvantum effektív hatásból számolható; a Goldstone–modell esetén
pl. az általunk alkalmazott egységrendszerben m(T ) = β
6
(T 2−6), így Tc =
√
6.
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A fenti mechanizmus pontosítható, ha figyelembe vesszük, hogy a korrelációs hossz esetleg TG
elérése előtt sem nő már tovább, hanem egy Tf kifagyási hőmérséklet elérése után már állandó
marad; ezt az definiálja, amikor a hőmérséklet változásának tD = |T −Tc|/Ṫ karakterisztikus
időskálája, és a korrelációk kialakulásához szükséges időskála összemérhetővé válik. Elsőrendű
átalakulás esetén a fentiek módosulnak: ekkor a sértetlen állapot T < Tc esetén is metastabil.
A sértett állapot így nem a fluktuációk lecsengésével folytonosan, hanem túlhűtött állapotból,
hirtelen jelenik meg, buborékok formájában. A karakterisztikus hossz ez esetben a buborékok
mérete azok koaleszcenciájakor. Ezekkel a módosításokkal az elmélet a kondenzált anyagokban
(szuperfolyadékokban, folyadékkristályokban) lejátszódó defektkialakulás esetén a kísérletekkel
többnyire jól egyező eredményt ad [97, 28].
1.2.2. Húrhálózatok
A fázisátalakulás során létrejövő húrhálózat további fejlődése, ritkulása legegyszerűbben – a hú-
rok szerkezetét elhanyagolva – a húr által a téridőben leírt felülettel arányos S = μ
∫ √−γ d2 ξ
Nambu–Goto-hatás alapján lehetséges [90, 44, 87]. Itt μ a húrfeszültség,
√−γ d2 ξ pedig a világ-
lepedő felületeleme. A szimuláció során figyelembe vehető a téridő tágulása, valamint további
feltevések szükségesek arra nézve, hogy két húr metszésekor mi történik (áthaladás, illetve tö-
rések keletkezése). Szintén lényeges a húrhálózat energiavesztésének modellezése; általában ezt
úgy veszik figyelembe, hogy egy alsó mérethatár alatti hurkokat elhagyják. Ezzel a húrhálózat
energiavesztésére a domináns járulék a hurokprodukcióból adódik.
A húrhálózatok vizsgálatával felderíthető, hogy az univerzum korának a függvényében mek-
kora a húrok sűrűsége. Ennek ismeretében meghatározható hatások a kozmikus mikrohullámú
háttérsugárzás fluktuációira, illetve a struktúrakeletkezésre (azaz, az Univerzum nagy léptékű
szerkezetének (voidoknak és filamenteknek), valamint a galaxisoknak, klasztereknek a kialaku-
lásához szükséges kezdeti fluktuációk létrehozásában) [90, 18, 11, 62]. A húrhálózatok dina-
mikájának a vizsgálatával kiszámolható a járulékuk a gravitációssugárzás–háttérhez, illetve a
kozmikus sugárzáshoz.
A húrhálózatok kialakulása a fázisátalakulás utáni, véletlenszerű térkonfigurációkból szintén
ellenőrizhető numerikusan [87]. Az eredmények legtöbbször a Kibble–Zurek-mechanizmusnak
megfelelők. A húrhálózatok térelméleti szimulációja is viszonylag jó egyezést mutat a Nambu–
Goto-szimulációkkal; a térelméleti szimulációk során kiszámolható, hogy a húrok sugárzása is
lényeges energiaveszteséget adott [91, 45].
Az eddig említett számolásokban az ábeli Higgs–modell húrjai szerepeltek. Ez a valódi
elméletek szimmetriasértésének tulajdonságai közül csak a Higgs– és a vektorrészecske tömegét
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veszi figyelembe. Felmerül a kérdés, hogy pl. az elektrogyenge elméletben, vagy a különböző
GUT–elméletekben milyen húrmegoldások léteznek.
1.2.3. A húrok kozmológiája
Ebben a szakaszban röviden megemlíteném a kozmikus húrok fizikai következményeit, esetlege-
sen megfigyelhető jeleit. A húrok gravitációs kölcsönhatása szempontjából lényeges mennyiség
Gμ, ahol G a gravitációs állandó, μ pedig a húr hosszegységre eső energiája. Ez a spontán
szimmetriasértés skálájától erősen függ; GUT–húrok esetén egy Napátmérő hosszúságú darab
tömege a Napéval azonos nagyságrendű (Gμ ∼ 10−6), míg elektrogyenge húr esetén ∼ 10mg
(Gμ∼ 10−32). Ennek megfelelően a GUT–húrok gravitációs hatásai jelentősek lehetnek, míg az
elektrogyenge húroknak legfeljebb egyéb kölcsönhatásai jelentősek [90, 44, 93].
A gravitációs effektusok közül a legegyszerűbb a fényelhajlás: a húrnak megfelelő téridő – a
húr vastagságát elhanyagolva – jól közelíthető egy kónikus szingularitással : ekkor a téridő nem
görbült, azonban a húrt körüljárva egy Gμ-vel arányos szögdeficit lép fel. Ebben a téridőben egy
forrásból kiinduló, a húr közelében két oldalról elhaladó két fénysugár a húr mögött összetart.
Ezen kívül a nagyenergiás húrhálózatok további gravitációs jeleket is adnak magukról : a
kozmikus mikrohullámú háttérsugárzás (CMB) inhomogenitásainak kialakításában is szerepet
játszanak. Hindmarsh és munkatársai [15, 16] vizsgálatai szerint az inhomogenitások spekt-
rumában valószínűsíthető a kozmikus húrok járuléka: az ábeli Higgs–modell téregyenleteinek
numerikus megoldásával szimulálták a húrhálózatok dinamikáját, és a standard kozmológiában
használt CMB fluktuációs spektrumhoz hozzávették e hálózat járulékát. Ezután meghatároz-
ták, hogy a kapott spektrum a húrfeszültség mely értékére egyezik legjobban a mérttel (WMAP,
ACBAR és más mérések). Legjobb illeszkedést Gμ = (2.04±0.13)×10−6, és a CMB spektrum
=10-edik multipóltagjánál mérve a húrok relatív járulékára f10 =0.11±0.05 adódott. Elmond-
ható tehát, hogy a CMB–spektrum a jelenlegi mérések szerint valószínűsíti a kozmikus húrok
létezését.
A masszív húroknak a CMB inhomogenitásspektrum kialakításán kívül a struktúrakeletke-
zésben is szerepe lehetett [90]. Ezen kívül a húrhálózatok – elsősorban a húrok nagy görbületű,
ill. megtört részein – gravitációs sugárzást is kibocsájtanak.
1.2.4. Kozmikus húrok fajtái
Az előző szakaszban bemutattam a kozmikus húroknak a gravitációs hatásait. Ezen kívül a
húrok további kölcsönhatásokra is képesek, ez azonban már az őket alkotó mezők fizikájától, az
elméleti kerettől is függ.
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Az egyik legegyszerűbb kibővített modell a Witten–féle [93]. Ebben a modellben két ska-
lármező és hozzá csatolt U(1)–mértéktér szerepel, az önkölcsönhatását leíró potenciál pedig
olyan, hogy az egyik skalármező kondenzálódik, a másik nem (így az egyik U(1) szimmetria
sérül, a másik sértetlen marad). Ebben a modellben, és változataiban megfigyelhető, hogy a
húr belsejében az egyébként nem szimmetriasértő skalármező értéke lesz nemnulla, és ez a kon-
denzátum áramot hordoz. Ezeket a húrokat szupravezető húroknak nevezik [93]. A húrokban
folyó áramnak a húrok sugárzása, és asztrofizikai mágneses mezőkkel való kölcsönhatása szem-
pontjából van nagy jelentősége. A Witten által megjósolt húrok szerkezetét és tulajdonságait
illetően ld. [23, 24, 41]. A Witten–féle húrokat a modellnek a második vektormező elhagyásával
egyszerűsített változatában is vizsgálták [70].
A bozonikus szupravezetésen kívül a húrokban további töltéshordozók, a húr mentén kötött
fermionok is lehetségesek. Ily módon a húrt elektromos térbe helyezve (vagy ha a húr mágneses
térben mozog) benne áram épül fel, majd átlépi a szupravezetés kritikus áramértékét. Ezután
a húr a további töltéshordozókat kibocsátja. A töltéshordozók produkciója a húr mentén konk-
rét modellekben barionszámsértő folyamat lehet, így a szupravezető húroknak szerepe lehet a
bariogenezisben [93].
Az elektrogyenge elméletbe az ANO–húrok többféleképpen beágyazhatók [5, 89], aszerint,
hogy a vektorpotenciál szerepét a Z–mező, vagy a W–mező játssza (Z-húr, illetve W-húr). A
W-húrok instabilak. A Z-húrok esetén a Higgs–tér alsó komponensében ágyazható be az ábeli
Higgs–modell skalártere, és a Z-be a megfelelő vektorpotenciál, így az elektrogyenge elmélet egy
húrszerű megoldását kapjuk. Ezek a húrok az elektrogyenge elmélet fizikai paraméterértékeinél
instabilak, azonban a β < 1-re, a Weinberg–szög nagy értékeire stabilak [47, 69, 3, 37].
Az elektrogyenge, és más több komponensű Higgs–mezőt tartalmazó elméletek húrjainak
egyszerűsített leírása lehetséges a szemilokális modellekben [42, 43, 33, 73]. Az EAH–modellben
is a beágyazott húrok a legegyszerűbbek. Az SU(2)–szimmetrikus szemilokális modellben ezek
β < 1 esetén stabilak is. β = 1 esetén Hindmarsh egy egész megoldáscsaládot talált, degene-
rált energiával. β > 1 esetén a beágyazott szemilokális húrok instabilak, az instabilitás során
ezek a húrok tágulásnak indulnak, és végül egészen felhígulnak [4]. Az SU(2)–szimmetrikus
szemilokális modellben további húrmegoldások is léteznek [33], melyekben mindkét skalárme-
zőkomponens nem nulla, és a két komponens relatív fázisa a húr mentén egyenletesen változik
(csavart húrok). A csavart húrok stabilitásvizsgálata a 4. fejezet témája. Csavart húrok léteznek
az elektrogyenge elméletben is [35], ezek stabilitása azonban még nem ismert.
A GUT– és elektrogyenge húrokon kívül meg kell még említenünk, hogy a sötét anyag
bizonyos térelméleti modelljeiben is ismertek húrmegoldások [88]. A modell szerint a sötét
húrok energiaskálája nagyjából GeV-es, az Univerzum keletkezése után ∼ 10−5 s-mal jönnek
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létre. A létrejövő hurkok összehúzódása során elektron–pozitron-párok keletkeznek, azonban
ezek fluxusa a kozmikus sugárzás egyéb forrásból származó részéhez képest kicsi.
1.3. Vortexek a szuperfolyékony héliumban
Szuperfolyékonyságnak azt a jelenséget nevezzük, amikor egyes (4He, 3He ) anyagok viszkozitá-
sa egy kritikus hőmérsékletértéken (Tc, lambda–pont) hirtelen nullává válik. Ezek az anyagok a
kritikus hőmérséklet alatt különböző érdekes jelenségeket mutatnak: amellett, hogy súrlódás-
mentesen képesek áramlani, bizonyos súrlódási jelenségeket is mutatnak, képes bennük a hő
hullámokban terjedni (második hang). A szuperfolyékonyság fenomenologikus leírására alkal-
mas elmélet a kétfolyadék–modell : az anyagban egyszerre, kétféle áramlás lehetséges, melyek
közül az egyik a szuperáramlás (viszkozitásmentes), a másik pedig a normál áramlás [54].
A jelenség magyarázata kvantumos: a rendszer részecskéinek egy része Bose–Einstein-kon-
denzátumot alkot. Az alacsony energiájú, sokszorosan betöltött állapotnak a szuperáramlásban
való részvétel felel meg. Abban az esetben, amikor a szuperáramlás domináns, a kvantumos
leírás is viszonylag egyszerű [29, 53]. Lényege a következő: a sokrészecskerendszerek kvantum-
térelméleti formalizmusában a téroperátorra vonatkozó Heisenberg–féle mozgásegyenlet meg-
oldására önkonzisztens közelítést alkalmaznak. A téroperátor vákuum–várhatóértékének kell
ekkor a Gross–Pitajevszkij-egyenletet kielégítenie. Ez az egyenlet dimenziótlanítás után a
− iκ−2∂tφ = φ−−2(|φ|2−1)φ (1.10)
alakba hozható (κ és  állandók). Az (1.10) Gross–Pitajevszkij–egyenlet és a hidrodinamikai










ekkor a ρ skalármező és a θ gradiense, v = ∇θ a
∂tv+(v∇)v = −∇p ,
∂tρ+∇(ρv) = 0
(1.12)
egyenleteket elégíti ki. Ezek a hidrodinamikából jól ismert Euler– és kontinuitási egyenletek. A θ




(ρ−1)−2ρ−1/2  ρ1/2] . (1.13)
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A nyomásban c =
√
2κ/ a hangsebesség3. A nyomás kifejezésében szereplő második tag a
kvantumos nyomás. Megjegyezzük, hogy az idő– és a térkoordináta alkalmas skálázásával κ és
 az egyenletből kiejthető.
A Gross–Pitejevszkij-egyenlet sztatikus hengerszimmetrikus megoldásaira a megfelelő An-
satz φ = f(r) exp(inϑ), ahol r, ϑ polárkoordináták a szimmetriatengelyre merőleges síkban. Az
így kapott megoldás az n csavarási számú szuperfolyadék–vortex. A sebességteret kiszámolva
az is síkbeli, a szimmetriatengely körüli cirkuláris áramlás. Elmondhatjuk tehát, hogy a Gross–
Pitajevszkij-egyenlet húrmegoldásai a szuperfolyadékban létrejött örvényfonalakat írják le. A
szuperfolyadékok örvényeinek további tulajdonságaival kapcsolatban Pismen összefoglalójára
utalunk [71]. Számunkra a szuperfolyadék–vortexek elsősorban mint a részecskefizikai húrok
analóg modelljei fontosak.
1.3.1. Relativisztikus és nemrelativisztikus modellek
Az előző szakaszban láttuk, hogy a Goldstone–modell és a szuperfolyadékok viselkedését leíró
Gross–Pitajevszkij-egyenlet sztatikus konfigurációk esetén azonos megoldásokkal rendelkezik.
Jogosan merül fel a probléma, hogy vajon a két modell dinamikája között is lehet-e valamilyen
kapcsolatot találni.
Ebben a szakaszban Davis nyomán [22, 25, 38] megmutatjuk, hogy valóban létezik ilyen meg-
feleltetés. Ennek során a Gross–Pitajevszkij-egyenletet megkapjuk, mint a Goldstone–modell
harmonikustól csak kissé eltérő időfüggésű megoldásainak dinamikáját leíró egyenletet. Legyen
tehát φ = exp(iωt)ψ, és tételezzük fel, hogy |∂tψ| 
 |ωψ|. Helyettesítsük ezt be a Goldstone–
modell (1.2) Lagrange–függvényébe. A ψ időderiváltjában másodrendű tagot elhagyva
L ≈ iω(ψ∗∂tψ−∂tψ∗ψ)−(∇ψ)∗(∇ψ)− β
2
|ψ|4 +(β +ω2)|ψ|2−β/2 . (1.14)
A Lagrange–függvény variációjával kapott mozgásegyenlet nem más mint a Gross–Pitajevszkij-
egyenlet, −iω∂tψ = ψ− β(ψ∗ψ− η2)ψ, ahol η2 = (β + ω2)/β. Ez a térmennyiség ψ → ηψ,
βη2→β skálázásával az (1.10) standard alakra hozható. A Gross–Pitajevszkij-egyenlet sztatikus
megoldásai tehát a Goldstone–modell időben harmonikus megoldásainak feleltethetők meg. A
vortexek esetén, mivel ψ(r, ϑ) = f(r) exp(inϑ), látható módon szuperfolyékony vortexek a φ4–
elmélet forgó vortexeivel hozhatók kapcsolatba.
A Gross–Pitajevszkij-egyenletet az (1.11) transzformációval a hidrodinamikai Euler–egyen-
letbe vihető. A sebességmező ott a tér fázisának a gradiensével arányos. A relativisztikus esetben
3Ez a rezgés tisztán a szuperáramlás sűrűségének a perturbációja; mint ilyen, inkább a második hangot írja
le.
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hasonlóan bevezethető az uμ=2∂μ arg φ sebességmező, azonban vegyük észre, hogy uμ=(ω/2,v).
Ez láthatóan a vortexmagon kívül sem tűnik el. Ezzel a vektormezővel a mező energiaimpul-
zustenzora is a folyadékok esetén jól ismert alakba írható, azonban a húr magjának közelében
(r = rf := n/ω–nál) az u térszerűvé válik. Ezen a távolságon belül a folyadékkép nem tartható.
A folyadék–analógia alapján a síkbeli örvények (és a harmonikus időfüggésű vortexek) di-
namikája is tárgyalható [71]. Mozgásuk a Ṗ = F Newton–féle mozgásegyenlettel közelíthető,
azonban ebben az esetben az impulzust nem a mozgó vortexmagok, hanem a vortexek között
áramló folyadék hordozza. A vortexek impulzusának Pi=niri felel meg4, ahol ri az i-edik vortex
helye, ni pedig a csavarodási száma. A vortexek az őket környező folyadékkal együtt úsznak,
több vortex kölcsönhatása esetén egy adott vortex a többi által létrehozott áramlással együtt
mozog. Hasonlóképpen kiszámolható a sugárzási nyomás (amely ebben az esetben pozitív), és
a merőleges erőkomponens (Magnus–erő). A folyadékkép alapján meghatározható, hogy ω a
sűrűség gyökével arányos.
1.4. Abrikoszov–vortexek szupravezetőkben
A szuperfolyékonysághoz hasonló, meglepő jelenség az elektromos vezetéssel kapcsolatban is
fellép bizonyos anyagokban: az adott anyagra jellemző Tc kritikus hőmérséklet alatt az elekt-
romos ellenállás válik hirtelen nullává. Az előző szakaszban bemutatott szuperfolyékonysághoz
hasonlóan a szupravezetés elméletében is a Bose–Einstein-kondenzáció játssza a kulcsszere-
pet; az elméletnek azonban azt is meg kell magyaráznia, hogy mik a szupravezetők bozonikus
töltéshordozói, hiszen a fémek vezetéséért normál állapotban a bennük lévő delokalizált elekt-
ronok felelősek. Erről az érdekes jelenségről ad számod a BCS–elmélet: a szupravezetőkben
az elektronok között egy, a rács rezgéseinek kvantumai (fononok) által közvetített vonzó köl-
csönhatás lép fel. Amennyiben ez a vonzóerő képes legyőzni az elektronok közötti elektromos
taszítást, akkor kötött állapot, ún. Cooper–pár jöhet létre. Elegendően alacsony hőmérsékleten
a termikus fluktuációk nem verik szét Cooper–párokat, és ilyenkor válik lehetségessé a Bose–
Einstein-kondenzáció.









ahol B = ∇×A a mágneses tér, D = ∇− iA a mértékkovariáns derivált, β pedig az anyagi
4Ekkor a folyadék impulzusa P = 2πκIP, ahol P =∑i Pi, és I a vortex síkjában való π/2-lel való forgatás.
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állandók alkalmas kombinációja (négyzete a mágneses tér behatolási mélysége és a korrelációs
hossz hányadosának). Látható, hogy (1.15) megegyezik az (1.4) ábeli Higgs–modell sztatikus
konfigurációinak energiakifejezésével.
A rendszer teljes szabadenergiája F = Fn +E, ahol Fn a normál fázis szabadenergiája, E =
=
∫ E d3 x pedig a kondenzátumé. Az energia minimalizálásával meghatározható a kondenzátum
értéke a mágneses tér és a hőmérséklet függvényében, így a Tc kritikus hőmérséklet, ill. Bc
kritikus mágneses tér, ami fölött φ = 0.
A szupravezetők esetén is lehet húrmegoldásokat találni (részletesen ld. a következő szakasz-
ban). Ezek jelentősége a szupravezetők elméletében alapvető: a húr mágneses fluxust hordoz,
fluxusa a skálázott egységekben 2πn, ahol n a csavarodási száma. A vortexek viselkedésében a
β paraméter szerepe lényeges: ha az anyag több vortexet tartalmaz, akkor a köztük ható erő
β < 1 esetén vonzó, β > 1 esetén taszító [66, 71]. Az utóbbi esetben létre tud jönni egy vor-
texekből álló rács (ún. Abrikoszov–rács), mely lehetővé teszi, hogy a mágneses tér behatoljon
a szupravezetőbe. A β < 1-nek megfelelő szupravezetőket I-es típusú, míg a β > 1-eseket II-es
típusú szupravezetőknek nevezik.
A szupravezetők vortexeinek a dinamikája szennyezések és kristályhibák hiányában a szu-
perfolyadékok örvényeihez hasonlóan elsőrendű, mozgásegyenleteik is hasonlók, azonban a köl-
csönhatás a vortexek távolságával gyorsabban cseng le [71].
Vannak még más típusú szupravezetők is (ún. nemkonvencionális szupravezetők), melyek le-
írása az eredeti BCS–elmélettel nem lehetséges (elsősorban magashőmérsékletű szupravezetők,
ld. [82]). Az elmélet egy lehetséges változata az, amikor többféle kondenzátum tud egyszerre
létrejönni. Ekkor az effektív leírás is módosul, (1.15) helyébe egy hasonló energiakifejezés lép,
többkomponensű skalármezővel. Ez az 1.1.2. szakaszban vizsgált EAH–modell sztatikus kon-
figurációinak az energiakifejezésére hasonlít, azonban a potenciál nem feltétlenül rendelkezik
SU(n) szimmetriával. Ilyen elmélettel leírható anyag pl. az MgB2 [96], ill. a UPt3 [86]. Ezen
elméletek húrjaival kapcsolatban ld. még az 5. fejezetet.
2. fejezet
Kink és sugárzás kölcsönhatása
Ebben a fejezetben egydimenziós, diszkréten degenerált potenciálú skalárelméletek kink típusú
megoldásának – konkrétan a Goldstone–modell és a sine–Gordon-egyenlet kink megoldásának –
ráeső skalár sugárzással való kölcsönhatását vizsgálom. A sugárzás itt a kinket is alkotó skalár-
mezőnek a kink háttéren terjedő, lineáris perturbációja, mely a kinktől nagy távolságra síkhul-
lám alakú. A probléma felvetése T. Romańczukiewicz [77] cikkében található, az eredmények
a [32]-es szám alatt hivatkozott cikkben jelentek meg.
A probléma érdekességét az adja, hogy bár a vizsgált térelmélet végtelen szabadsági fokú,
mégis kiválasztható véges számú, lényeges kollektív koordináta. Ez annak köszönhető, hogy
a kink energiasűrűsége lokalizált ; tömegközéppontjának mozgása, amennyiben a deformációs
effektusok elhanyagolhatók, az mẍ=F Newton–törvénnyel leírható [60, 76, 67]. A másik lényeges
kollektív koordináta a kink deformációit írja le [76] ; itt ennek hatását elhanyagoljuk, ennek
jogosultságát a numerikával, illetve a sine–Gordon-egyenlet esetében az egzakt megoldással
való összehasonlítás megerősíti.
A jelen fejezetben először megvizsgáljuk a sugárzásnak a kinken való szórását lineáris rend-
ben mind a sine–Gordon-, mind a Goldstone–modellben. Az elektrodinamikából jól ismert su-
gárzási nyomásnak az felelne meg, ha a kinkre a ráeső sugárzás amplitúdójában kvadratikus, a
sugárzás forrásával ellentétes irányú erő hatna. Ezzel szemben a bejövő hullám amplitúdójában
kvadratikus rendben nem hat erő a kinkre (2.1. szakasz). Kiszámoljuk az erő következő (ne-
gyedrendű) járulékát (2.3. szakasz), és megmutatjuk, hogy ebben az esetben (a várakozásoknak
megfelelően) a kink a Newton–egyenletnek megfelelően mozog (A.2. függelék).
A 2.4. szakaszban megmutatjuk, hogy a kink esetén a negyedrendű erőjárulék negatív (azaz
a szokásos sugárzási nyomás miatt fellépő erőhöz képest ellentétes irányú), a kink nem a sugár-
zás forrásától elfelé, hanem éppen afelé mozdul el. Ezt az érdekes jelenséget nevezzük „negatív
sugárzási nyomásnak”. Az effektus magyarázata, hogy a nemlinearitások miatt a kinken átha-
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ladó hullám egy részéből magasabb frekvenciájú (felharmonikus) hullámok jönnek létre, ezek
azonban azonos energiatartalom mellett több impulzust hordoznak; a kink mögött keletkező
impulzustöbbletet kell a kinknek elvinnie. A kapott eredményeket a Goldstone–modell kinkje
esetében szimulációs eredményekkel, a sine–Gordon-egyenlet esetében pedig Shin, a beeső hul-
lám és a kink nemlineáris szuperpozíciójának megfelelő, egzakt megoldásával (A.3. függelék)
hasonlítjuk össze. Ezek az összehasonlítások a perturbációs eljárás ellenőrzéseként szolgálnak.
Az effektusnak a modell perturbációival szemben tanúsított stabilitását a 2.6. szakaszban vizs-
gáljuk meg. A kapott eredmények szerint, a potenciál elegendően kis perturbációi esetén, még
ha a potenciál megváltoztatása miatt meg is jelenik kvadratikus rendű erő, egy kritikus hul-
lámamplitúdó felett fellép a negatív sugárzási nyomás. Ennek a stabilitási tulajdonságnak a
jelentőségét az adja, hogy a fizikában az 1+1-dimenziós skalárelméleteket gyakran kondenzált
anyagokban lejátszódó jelenségek effektív leírásaként alkalmazzák (pl. a szupravezetőkben létre-
jövő Josephson–átmenetek esetében a kink egy mágneses fluxuskvantum leírását adja; bizonyos
típusú ferromágnesek doménfalai szintén kinkkel írhatók le [52]). Egy effektív leírás mindig
közelítő jellegű, így várhatóan a kink által leírt objektumra hat a szokásos (az amplitúdóban
kvadratikus) sugárzási nyomás; a stabilitás azt fejezi ki, hogy ha a modelltől való eltérések
elegendően kicsik, és a beeső hullám amplitúdója elegendően nagy, akkor a negatív sugárzási
nyomás dominál.
A fejezet könnyebb olvashatósága érdekében a számolások részleteit az A.1.–A.3. függelé-
kekben közlöm.
2.1. A kink megoldások





Lagrange–függvénnyel megadott elméletben lépnek fel, amennyiben az U(φ) potenciál (amely
a φ skalármező önkölcsönhatását írja le) legalább két, degenerált minimummal (vákuummal)
rendelkezik. Ezeket a minimumértékeket a továbbiakban U(φvac) jelöli.
A fenti Lagrange–függvényből levezethető a
φ̈−φ′′+U ′(φ) = 0 , (2.2)
1A használt metrikakonvenció: gμν = diag(1,−1). A deriváltak szokásos jelölését használjuk: ∂0f = ∂tf = ḟ ,
∂1f = ∂xf = f
′.
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mozgásegyenlet. A (2.1) Lagrange-függvénnyel megadott elméletekben sztatikus, véges energi-
ájú megoldásai vannak a (2.2) mozgásegyenletnek. Ezek a megoldások az U(φ) potenciál két
vákuuma között interpolálnak, és a függvény jellegzetes alakja miatt kinknek ill. antikinknek








Dolgozatomban a φ4- és a sine–Gordon-modellek (sG) kinkjének a rá eső sugárzással való
kölcsönhatását fogom vizsgálni. Ezekben az esetekben a potenciál U(φ)=(φ2−1)2/2, ill. U(φ)=
=1−cos φ. Ekkor a tér vákuumértékei : φvac=φ(±∞)=±1 a φ4 modellben, és φvac=φ(±∞)=2π, 0
az sG egyenlet esetén.
A kink-megoldások mindkét vizsgált esetben ismertek. Itt az egyszerűség kedvéért az origó-
ban álló kinket adjuk meg:
φs = tanh x , a φ
4-, és φs = 4 arctan exp(−x) , a sG-modelben . (2.4)
Mindkét kink-megoldás exponenciálisan lokalizált, pozíciójuk jól jellemezhető a nullahelyükkel.
Ez megegyezik az energiasűrűségük maximumhelyével.
A fenti skalárelmélet energiaimpulzus–tenzora
Tμν = ∂μφ∂νφ−gμνL , (2.5)
aminek a komponensei a következők:














ahol E az energia- és P az impulzussűrűség. Az energia és az impulzus ∂μT μν = 0 megmaradási
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Ezeket a formulákat a kink mozgásának a vizsgálata során fogom használni.
2.2. Kink és sugárzás kölcsönhatása elsőrendben
A vizsgált probléma legyen tehát a következő: a (2.1) valós skalárelméletnek tekintsük olyan
megoldásait, melyben egy ξ(x, t) monokromatikus hullám esik a már leírt, kezdetben az origóban
nyugalomban lévő kinkre. A síkhullám megoldás természetesen a kinken való áthaladás során
torzul. A kinktől nagy távolságban azonban síkhullám alakú, azaz
ξ(t, x →∞) ∼ Aei(ωt+qx) . (2.11)
Az ω frekvencia és a q hullámszám közötti összefüggést (a beeső hullám diszperziós relációját)
a mozgásegyenlet aszimptotikus alakjából olvashatjuk le:
−ω2 +q2 +U ′′(φvac) = 0. (2.12)
A probléma megoldásához feltesszük, hogy a bejövő hullám A amplitúdója kicsi, és a megoldást
sor alakjában keressük:
φ = φs +ξ = φs +Aξ
(1) +A2ξ(2) + · · · , (2.13)
A-ban elsőrendben, a sugárzási rész, ξ(1), a következő lineáris egyenletnek tesz eleget,
ξ̈(1)−ξ(1)′′+U ′′(φs(x))ξ(1) ≡ ξ̈(1) + L̂ξ(1) = 0 , (2.14)
melyben a φs kink háttérként szerepel. Itt az U ′′(φs(x)) tag a L̂ = −d2/dx2 +U ′′(φs(x)) Schrö-
dinger-típusú operátor potenciáljának felel meg. A vizsgált φ4- és sG-modellekben ez a tag a
következő alakba írható:
U ′′(φs) = 4− 6
cosh2 x
a φ4 ill. U ′′(φs) = 1− 2
cosh2 x
a sG–egyenlet esetén . (2.15)
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Ekkor, ahogy az a kvantummechanikai szóráselméletből jól ismert, a végtelenben elegendően
gyorsan lecsengő potenciál esetén a szórási hullámfüggvény aszimptotikus alakja
ηq(x → +∞) = eiqx +Re−iqx , (2.18)
ηq(x →−∞) = Teiqx , (2.19)
ahol R és T a visszaverési (reflexiós) és áteresztési (transzmissziós) együttható. Látható, hogy
a ξ(1) elsőrendű megoldás jobbról bejövő, aszimptotikusan monokromatikus hullámokra redu-
kálódó hullámnak felel meg.
Itt szeretném felhívni az olvasó figyelmét arra, hogy az elmélet eltolásinvarianciájának meg-
felelően, az L̂ operátornak van még egy, az ω =0 diszkrét sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye.
Ezen kívül L̂-nek lehetnek még további, ω>0 (diszkrét) sajátértékei is. A φ4-modellben valóban
ez a helyzet, fellép egy ωd =
√
3 diszkrét sajátérték. Ezzel ellentétben a sG-modell kinkjének
nincs ilyen belső gerjesztési módusa.
A (2.9) energiamegmaradás segítségével könnyen kiszámolható, hogy a 2L méretű dobozba




dx∂tE = A2ξ(1)′ ˙ξ(1) | L−L . (2.20)
Egy T = 2π/ω periódusra átlagolva azt kapjuk, hogy
〈∂tE|L−L〉T = A2qω(1−|T|2−|R|2)/2 ,
ahol 〈F 〉T jelöli valamely F mennyiség időátlagát egy T periódusra.
Amennyiben feltesszük, hogy a dobozba zárt kink sugárzása elhanyagolható, azt kapjuk,
hogy a dobozban az energia megmarad, és így
|R|2 + |T|2 = 1 . (2.21)
A [−L,L] dobozban lévő impulzus időegységre eső megváltozását tekinthetjük a dobozba zárt









(−1−|R|2 + |T|2)= −A2q2 |R|2 . (2.22)
A következő lépésben megmutatjuk, hogy a kink Newton törvényének megfelelően mozog,
a (2.22)-es egyenletben megadott erővel. A gyorsulást a következőképp definiáljuk: feltesszük,
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hogy elegendően kis sebességnél a kink torzulása és a sugárzási effektusok elhanyagolhatók, és
a haladó kinket a
φ(x, t) = φs(x−X(t)) . (2.23)
függvényalakkal közelíthetjük. Ez egy X(t) kollektív koordináta bevezetésének felel meg. Ekkor,
amíg az elmozdulás elegendően kicsi, φ(x, t) ≈ φs(x)−X(t)φ′s(x). Vegyük észre, hogy ηt :=
=φ′s(x) nem más, mint a modell eltolásinvarianciájának megfelelő zérómódus, ami az L̂ operátor
valamennyi egyéb (mind belső gerjesztéshez tartozó, mind szórási) sajátfüggvényére ortogonális.
A vezető rendű elmozdulás ekkor
X(t) = − (ηt|ξ)
(ηt|ηt) , (2.24)
ahol (f |g) a szokásos Hilbert-tér skalárszorzatot jelöli. A gyorsulás így vezető rendben





ahol ξ(n) a legalacsonyabb n rendű nem nulla járulékot adó hullámfüggvény-komponens. (Mj. :
(2.25) levezetésekor felhasználtuk, hogy az L̂ηt = 0 egyenlet teljesül.)
A gyorsuláshoz magasabb rendű korrekciók számolása nemtriviális feladat, hiszen a fenti
definíció kimondásakor felhasználtuk, hogy egyetlen X(t) kollektív koordináta segítségével le-
írható a kink mozgása. Magasabb rendben a torzulási és a sugárzási effektusok hatását nem
lehetne elhanyagolni.
Az ebben a szakaszban vizsgált általános esetben a legalacsonyabb, nem nulla járulékot adó
hullámfüggvény-rend az n = 2. Így a perturbációszámítás legalacsonyabb rendjében a (2.22)-es
egyenletben szereplő erő az A amplitúdóban kvadratikus. Az szintén rögtön látható, hogy a
kink a (2.25)-ben szereplő gyorsulása szintén A2 rendű. A gyorsulás pontos meghatározásához
szükséges a másodrendű perturbált mozgásegyenlet. Ennek ismeretében, nem túl bonyolult
számolással kapható az alábbi eredmény:
msa
(2) = −A2(ηt|ξ̈(2)0 ) =
A2
4
(U ′′′(φs)ηqη−q|ηt) = −A2q2 |R|2 , (2.26)
ahol az (ηt|ηt) = ms relációt felhasználtuk (itt ms a sztatikus kink tömege). Ezt a módszert a
kink pozíciójának a meghatározására az irodalomban is több helyen használják, ld. pl. Kiselev
és Shnir a φ4 kink dinamikáját a potenciál perturbációja esetén vizsgáló cikkét [51].
Ekkor azt látjuk, hogy a kink gyorsulását a perturbációszámítás vezető rendjében valóban
helyesen adja meg a Newton-törvény, F (2) = msa(2). Az is látható, hogy a kinket a sugárzás a
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várakozásnak megfelelően ellöki, azaz pozitív sugárzási nyomás lép fel.
Ezek szerint tehát azon feltevés, hogy a dobozba való, átlagos impulzusáram, azaz a (2.22)
által megadott teljes erő, megfeleltethető a kinkre ható erőnek, vezető rendben megállja a helyét.
Amikor tehát a sugárzás kis perturbációnak tekinthető, a dobozban lévő sugárzási tér hatása
az impulzusmérlegre első közelítésben elhanyagolható.
Ennek megfelelően azt várnánk, hogy elegendően kis amplitúdójú bejövő sugárzás esetén jó
közelítés a kink leírására a következő: a (2.2). egyenlet megoldását egy nemrelativisztikusan,
ms tömegű részecskeként mozgó, kezdetben nyugalomban lévő kinkkel, és a linearizált sugár-
zással közelítjük, és a magasabb rendű (torzulási, sugárzási, stb.) effektusokat elhanyagoljuk.
Ezek várhatóan csak a magasabb rendű korrekciókban lépnek fel. Arra is emlékeztetünk, hogy
a dobozba bemenő teljes impulzusáramnak a kinkre ható erővel való azonosítása csak egy peri-
ódusra való időátlagolás után állja meg a helyét, és akkor is csak nem túl hosszú időtartamokra
alkalmazhatók a fenti közelítések.
A fenti, általános esetben a (2.22) erő mind a bejövő hullám amplitúdójában, mind a reflexiós
együtthatóban kvadratikus, analógiában a klasszikus elektrodinamikából jól ismert sugárzási
nyomással.
Ezek után érdemes összehasonlítanunk a fenti elméleti jóslatot különböző egydimenziós el-
méletek esetén a (2.2) mozgásegyenlet numerikus megoldásával. A 2.1. ábrán a kink pozícióját
ábrázoltuk, az idő függvényében néhány ismert (φ4, sine-Gordon és φ8, ahol U(φ) = 1
4
(φ2−1)4)
egydimenziós modellekben, a +∞-ből bejövő sugárzással való kölcsönhatás során.
Az ábrán látható, némiképp meglepő eredmény az, hogy a fent leírt visszalökődést a három
modell közül csak az utolsóban kaptunk, akkor viszont igen jó az egyezés a (2.22)-ből számolt
pályával. A sine–Gordon-modellben a kink elmozdulása – és így a rá ható erő – nulla, a kink az
eredeti pozíciója körül oszcillál, míg a φ4-elméletben még meglepőbb módon a kink a sugárzás-
sal szemben indul el. Ez az érdekes effektus a negatív sugárzási nyomás. További, pl. a torzulási
módusnak megfelelő kollektív koordináták figyelembevétele sem változtatna lényegesen a fenti
levezetésen. Mint látni fogjuk, az eltérés oka nem az elhanyagolásokban rejlik. A továbbiak
szempontjából még egy fontos dolgot figyelhetünk meg: a φ8-modellben a gyorsulás lényegesen
nagyobb, mint a φ4-ben, annak ellenére, hogy a bejövő hullám amplitúdója mindkét esetben
A = 0.14 volt. Megállapítható, hogy míg a φ8-modellben a gyorsulás a várakozásoknak megfe-
lelően az amplitúdóban kvadratikus, addig a φ4-modellben A4-es. A fent számolt erő szintén
kvadratikus.
A 2.1. ábrán látható, váratlan eredmények fényében a következőkben alaposabban meg-
vizsgáljuk a kink és a sugárzás kölcsönhatását, hogy megkapjuk a negatív sugárzási nyomás
magyarázatát. Azt mindenesetre már most megállapíthatjuk, hogy a fenti levezetés az erőt














2.1. ábra. A kink X(t) elmozdulás a φ4-, sine–Gordon-, és φ8-modellekben az idő
függvényében. A φ8-kink elmozdulását 1/10-ére skáláztuk.
csak abban az esetben adja meg helyesen, ha az valóban az elsőrendű közelítésből származik.
Amennyiben a reflexiós együttható kicsi, |R| 
 1, a fenti levezetés érvényességét alaposabban
meg kell vizsgálni, hiszen ekkor az amplitúdóban magasabb rendű tagok is lényegesen befolyá-
solhatják az eredményt.
Ebből a szempontból az 1+1-dimenziós modellek közül mind a sine–Gordon-, mind a φ4-
elmélet speciális : a szórási hullámfüggvényekre vonatkozó (2.14) egyenletben szereplő (2.15)
potenciálok ún. reflexiómentes potenciálok, azaz R = 0, így ezekben az esetekben a kink dina-
mikáját teljesen a magasabb rendek határozzák meg.
2.3. A kinkre ható erő negyedrendben
Ebben a szakaszban szeretném felvázolni a kinkre ható erő a bejövő sugárzás amplitúdójában
negyedrendű járulékának perturbatív meghatározását. Látni fogjuk, hogy a φ4-modell kinkje
esetében ez az első nemtriviális járulék, így nem túl nagy amplitúdók esetén ez határozza
meg a kink mozgását. A számolásokat lényegesen egyszerűsíteni fogja az, hogy szerencsére
a kezdetben álló kinkre ható erő negyedrendű tagjának a kiszámításához nem szükséges a
perturbált megoldás negyedrendjét meghatározni.
A modell (2.2) téregyenletének a bejövő hullám A amplitúdója szerinti – a (2.13)-nak meg-
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felelő – sorfejtésével megkaphatjuk a sorfejtett mozgásegyenleteket a
ξ̈(n) + L̂ξ(n) = f (n) (2.27)
inhomogén lineáris egyenletek alakjában. Itt az f (n) forrástag a perturbációs sor alacsonyabb
rendű tagjaival fejezhető ki, a számolás részletei az A.1. függelékben láthatók.
A (2.27) egyenlet megoldásainak egyértelműségéhez még meg kell adnunk a határfeltételeket.
A szórási problémának az felel meg, ha előírjuk, hogy balról (az x < 0 irányból) nem érkeznek
bejövő hullámok. Ez pontosan azt írja le fizikailag, hogy egy adott alakú hullám jobbról érkezik,
és a kinken szóródik.
Azt szintén itt kell megjegyeznünk, hogy a magasabbrendű egyenletekben fellépő rezonan-
ciák elkerülésére a bejövő hullám frekvenciája és hullámszáma közötti diszperziós összefüggést
is egy
ω = ω(0) +Aω(1) +A2ω(2) + · · · . (2.28)
alakú sorral kell helyettesítenünk.
A [−L,L] intervallumban lévő „kink + sugárzás” rendszerre ható erő az A amplitúdó ma-
gasabb rendjeiben is a másodrendű esethez hasonlóan számolható, az energia- és impulzus-
megmaradást kifejező egyenletek segítségével. A következőkben kiszámolom a [−L,L] szakasz
határain időegység alatt átáramló impulzust. Megmutatjuk, hogy ez, időben egy periódusra
átlagolva,vezető rendben azonosítható a kinkre ható erővel, pontosan úgy, mint az előző sza-
kaszban vizsgált esetben.
Az impulzus mérlegének meghatározásához bontsuk fel a φ mezőt φ(x, t) = φs +ξ a (2.10)
egyenletben, és integráljuk a mérlegegyenletet a [−L,L] intervallumra. Ekkor azt kapjuk, hogy




ξ̇2 +ξ′2−U ′′(φ)ξ2− 1
3





ahol elhanyagoltuk az L  1 esetén exponenciálisan lecsengő tagokat. Ekkor a doboz L mé-
retét elegendően nagynak választva a magasabbrendű φ-járulékok helyett azok aszimptotikus
alakjával számolhatunk. Így az impulzus áramát az aszimptotikus alakokat leíró együtthatókkal
kifejezhetjük, hasonlóan, mint a másodrendű esetben a reflexiós és a transzmissziós együttha-
tókkal.
Ha feltesszük, hogy A2 rendben ∂tP = 0 (ez a reflexiómentes eset), akkor minden A3-ös
tag is eltűnik. Így ekkor az első nemtriviális járulék A4 rendben jelenhet meg leghamarabb.
Ehhez azonban szükséges a ξ(3) harmadrendű hullámfüggvény-járulék aszimptotikus viselkedé-
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sének ismerete, amit csak a perturbációszámítás harmadik rendjének kiszámításával kaphatunk
meg. Ez a számolást lényegesen elbonyolítja. A magasabbrendű perturbációszámítás részleteivel
kapcsolatban ismét az A.1. függelékre utalunk.
Lényeges egyszerűsítés akkor lehetséges, ha a kezdetben álló kink gyorsulását számoljuk,
és az energia-mérlegegyenlet sorfejtett alakját is felhasználjuk. Ekkor ugyanis a harmadren-
dű hullámfüggvény járuléka a két egyenlet kombinálásával kiejthető, és így a kinkre ható erő
negyedrendje (azaz, a kink mozgásának vezető rendje) tisztán a ξ(2) másodrendű megoldás
ismeretében meghatározható.
Jelölje a továbbiakban ξ(n)m a ξ hullámfüggvény-rész n-edrendjének m-edik Fourier-együttha-


















η2+q +α22,±k(q)η∓k , (2.31)
ahol








4ω2−U ′′(φvac) a 2ω frekvenciához tartozó hullámszám, W = ηkη′−k − η′kη−k = −2ik
pedig a két lineárisan független k hullámszámú szórási megoldás Wronski-determinánsa. Az
α22,k(q) együtthatók írják le a nemlinearitás miatti szórást vezető rendben.
Az A.1. függelékben bemutatom a (2.29) egyenlet sorfejtését A4 rendben. Az ottani számo-
lások eredménye az impulzusáramra
〈∂tP 〉T = F (4) = −A4
[
2k2
(|α222,+k|−|α222,−k|)−2q2 Re(α31,−q)] , (2.33)
ahol a harmadrendű hullámfüggvény mindössze az (A.24) egyenletben bevezetett, ξ(3)1 aszimp-
totikáját jellemző α31,−q együtthatókon keresztül jelenik meg. A (2.33) formulában a [−L,L]
szakaszba a határán időegység alatt belépő impulzus időátlagát azonosítjuk a kinkre a sugárzás
által kifejtett F erővel.
Amennyiben az elsőrendű egyenlet potenciálja reflexiómentes, az első nemeltűnő járulék
leghamarabb az A4 rendből jöhet. Itt most az egyszerűség kedvéért olyan modelleket vizsgálva,
ahol a kink páratlan (így bizonyos tagok kiesnek, mind a φ4-, mind a sG-modell esetén), a
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gyorsulásra a
msa
(4) = −A4(ξ̈(4)0 |ηt) = Re(U ′′′(φs)[ξ(3)1 η−q +ξ(2)2 ξ(2)−2 ]+U (iv)(φs)ξ(2)2 η2−q/4|ηt) , (2.34)
képletet kapjuk. Itt látjuk, hogy a gyorsulás kiszámolásához is elegendő a másod- és a harmad-
rendű hullámfüggvény-járulék meghatározása (a részletek ismét az A.1. függelékben találhatók).
A jelen esetben közvetlen számolással ellenőriztük, hogy a Newton–féle mozgástörvény,
F (4) = msa
(4) , (2.35)
az erő (2.33) definíciójával, a kinkre még ebben a rendben is fennáll. Ennek alapján jogosnak
tűnik a [−L,L] dobozba való impulzusáramnak a kinkre ható erővel a perturbációszámítás
vezető nemnulla rendjében való azonosítása.
A következőkben röviden bemutatom a Newton–egyenlet egy levezetését. A levezetés során
tett feltevésekből az érvényességi kör határaira is következtethetünk.
Tekintsük először az alábbi azonosságot:
ξ̈φ′s = ∂t(φ̇φ
′− ξ̇ξ′) = −∂t(P+ ξ̇ξ′) . (2.36)











összefüggést, ahol PL a [−L,L] dobozban lévő impulzust jelöli. Közelítsük a (2.37) egyenlet bal-
oldalát egyszerűen (ξ̈|ηt):=−msa-val, a kettő különbsége L növelésével ugyanis exponenciálisan











(Itt FL jelöli a [−L,L] dobozban lévő rendszerre ható teljes erőt.) A perturbációszámítás alkal-
mazása során a ξ skalármező-járulék felbontható, mint
ξ = ξp(t, x)+ξ0(x)− 1
2
at2ξt(x, t) , (2.39)
ahol ξp(t, x) időben periodikus, és legalább A rendben kicsi, ξt(x, t) a „gyorsuló rész” (kezdetben
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konstans gyorsulással) és ξ0(x) pedig az időtől független. Ez, amikor a(2) = 0, akkor legalább
másodrendben, amikor pedig a(2) = 0, akkor legalább negyed- (vezető) rendben fennáll :
ξp = Aξ
(1) +A2ξ(2) +O(A3) ξ0(x) = A2ξ(2)0 (x)+O(A4) ξt = Anηt(x)+O(An+2) , (2.40)
ahol n = 2, ha a(2) = 0, és n = 4 ha a(2) = 0. A vezető korrekció ekkor ∝ aAn+1, és függ
az időátlagolástól (ami már mutatja a fenti egyszerű megközelítés korlátait, ami azonban a
továbbiak szempontjából megfelel).
Egy további érdekességre is szeretném itt felhívni a figyelmet: a jelenlévő sugárzással való
kölcsönhatási energia miatt a kink tömege megváltozik. A vezető korrekció a kink renormált
tömegéhez az m∗ = ms +A2δm(2) · · · alakban jelenik meg, azaz, a legelső nemeltűnő korrekció
m∗-hoz A2-es, így az A4 rendű számolásban még nem jelenik meg (2.35)-ben, ugyanakkor, a
numerikus vizsgálatok során (ld. a 2.5. szakaszt) azt tapasztaltuk, hogy a kink effektív tömege
közel van a renormált m∗ értékhez.
A [−L,L] dobozban található energia változási sebességének a kiszámolása teljesen analóg




(|α222,k|+ |α222,−k|)+2ωq Re(α31,−q)] . (2.41)
Feltéve, hogy legalábbis a bejövő hullám periódusára való átlagolás után a kink mereven mozgó
objektumnak (részecskének) tekinthető, akkor, amennyiben a kink kezdetben nyugalomban van
(v(t = 0) = 0),
〈∂tE〉|t=0 = mvv̇|t=0 = 0 . (2.42)
Ez az egyenlet, a (2.41)-gyel együtt alkalmas arra, hogy az α31,−q együtthatót kifejezzük, és
az eredményt behelyettesítsük a (2.33)-as egyenletbe. Ekkor a kinkre ható erő negyedrendű
járulékára az alábbi, meglepően egyszerű formulát kapjuk:





A kink+sugárzás rendszer energiájának direkt számolásával ellenőriztem, hogy kezdetben va-
lóban teljesül, hogy 〈∂tE〉|t=0 legalább A6 rendben nulla, ami alátámasztja a (2.42) egyenlet
használhatóságát.
A jelen szakasz összefoglalásaképpen: a fentiekben kiszámoltam a bejövő síkhullámmal köl-
csönható kinkre ható erő első nemtriviális járulékát, perturbációszámítás segítségével, azokban
az esetekben, amikor az elsőrendű egyenletben szereplő potenciál reflexiómentes, és így az erő-
nek a bejövő hullám amplitúdójában kvadratikus járuléka eltűnik.
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Fontos kiemelni, hogy ebben az esetben, a kinkre ható erő A4, vagy még magasabb rendű,
ellentétben az általános esettel, amikor F ∼ A2.
2.4. Negatív sugárzási nyomás
Ebben a szakaszban az előbbi szakaszban kapott, általános számolás eredményeinek a φ4- és
a sG-modellekre való alkalmazását mutatom be. A következőkben tehát a fentiek alapján két
olyan elméletben meghatározzuk a bejövő sugárzás által a kinkre gyakorolt erőt, ahol a kinken
való szórási problémában fellépő potenciál visszaverődésmentes, azaz A2 rendben az erő zérus.
Először is, írjuk fel a teljes, nemlineáris egyenletet, amely leírja a φ4-modellben a megoldás
ξ sugárzási részét:
ξ̈+ L̂ξ+6φsξ
2 +2ξ3 = 0 , (2.44)
illetve sine–Gordon-egyenlet esetén hasonlóan,
ξ̈−ξ′′+sin φs(1−cos ξ)+cos φs sin ξ = 0 . (2.45)
A linearizált (elsőrendű) (2.16) egyenletnek mindkét esetben zárt alakú megoldása van. A φ4-




3 tanh2 x−1−q2−3iq tanhx√
(q2 +1)(q2 +4)
eiqx , ahol q2 +4 = ω2 , (2.46)




eiqx , ahol q2 +1 = ω2 . (2.47)
Ezután a másodrendű (A2-es) megoldást a (2.30). egyenletből kapjuk. Ebben a másodrendű
megoldásban fellép egy nem-oszcilláló tag, ξ(2)0 , amely az általános esetben x-től és t-től is függ.
A jelen esetben viszont ez a tag időfüggetlen (ld. az A.1. függeléket), sőt, explicit alakban
megadható.
A φ4- és a sine–Gordon-egyenlet esetében ezen kívül még a (2.32)-edik egyenletben szereplő

















ahol q2 = ω2−4, k2 = 4(ω2−1). Az előbbi együtthatók ismeretében, a (2.43)-as egyenlet segít-
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ségével az egy periódusra átlagolt erő is kiszámítható. A φ4-modell kinkjére egy ω frekvenciájú















Vezessük most be az f (4) =F (4)/A4 mennyiséget, a bejövő hullám amplitúdójával elosztott erőt.
Ekkor az f (4) függvény kisfrekvenciás (ω→2) viselkedése a következő: f (4)(ω→2)≈0.3749√ω−2,
míg a nagyfrekvenciás aszimptotika f (4)(ω) → 3/4. Az f (4) függvény viselkedésében a meglepő
az, hogy pozitív, azaz az erő a bejövő sugárzás forrása felé hat. Ezt az effektust nevezzük nega-
tív sugárzási nyomásnak. Az effektus magyarázata a következő: vegyük észre, hogy tetszőleges
ω frekvenciára az átmenő hullám |α22,−k| amplitúdója nagyobb a (nemlineárisan) visszavert
hullám |α22,+k| amplitúdójánál: α222,k 
 α222,−k. A kink mögött ily módon létrejövő impulzus-
többlet az, amit az impulzusmérlegben a kink által felvett impulzusnak ellensúlyoznia kell.
Ilyen effektus a lineáris esetben az energiamegmaradásból származó (2.21) reláció miatt nem
lehetséges.
Itt szeretném emlékeztetni az olvasót arra, hogy a kink elsőrendben „átlátszó”, azaz nincs
visszavert hullám. A fenti effektus a mozgásegyenlet nemlinearitásai miatt jön létre. Az egyen-
let nemlinearitásai miatt a bejövő hullám energiájának egy része átalakul; a kétszeres frek-
venciájú módusban kerül kisugárzásra. Ugyanakkor a kétszeres frekvenciájú hullám impulzusa
ugyanakkora energia mellett nagyobb, és így jön létre a kink mögött az előbb már említett
impulzustöbblet.
Az effektus a kink–sugárzás-kölcsönhatás numerikus szimulációja során is jól megfigyelhető
(ld. a 2.5. szakaszt).
A következőkben még kiszámoljuk a φ4 kink gyorsulását is, közvetlenül a téregyenletből,
az előző szakaszban levezetett (2.34)-es formula segítségével. Itt tulajdonképpen a másod- és
harmadrendű megoldásnak a kink ηt transzlációs módusára vett vetületét határozzuk meg. Ez
a számolás két különböző módon is elvégezhető. Egyrészt, a magasabbrendű megoldásoknak a
linearizált egyenlet Green-függvényével való integrálalakjának numerikus kiértékelésével, más-
részt, a (2.27) másod- és harmadrendű egyenletek közvetlen numerikus megoldásával. A két
módszer azonos eredményt ad.
A 2.2. ábrán a (2.34)-es egyenletben szereplő vetület három tagja külön-külön látható,
(ηt|ηt) = 4/3-dal elosztva. Érdemes megjegyeznünk, hogy mindhárom tag egyenként is pozitív.
A φ4-kink után tekintsük a sine–Gordon-kink esetét. Az erőt ebben az esetben is A4-rendig
értékeljük ki. Először emlékeztetnék arra, hogy miként azt a 2.1. ábrán láttuk, a sine–Gordon-
modell esetén a numerikus szimulációkban semmilyen erő fellépését nem tapasztaltuk, a kink













2.2. ábra. A (2.34) egyenletben szereplő projekció három tagja a frekvencia függvényében
csupán a kezdetben elfoglalt helye körül rezgett.






16 (1+q2) cosh (x)
e2iqx , (2.50)
ahonnan a (2.31) egyenletben bevezetett együtthatókat azonnal leolvashatjuk: α22,±k =0. Ebből
rögtön adódik, hogy az erő negyedrendben is nulla. Ez feltehetőleg a sine–Gordon-egyenlet
integrálhatóságával kapcsolatos.
A sine–Gordon-egyenlet esetében a kink–sugárzás kölcsönhatási probléma teljes megoldása
is ismert: egy bejövő (knoidális, azaz cn függvény alakú) hullám, és a kink nemlineáris szu-
perpozíziója (melyet H. J. Shin Darboux-transzformáció segítségével vezetett le [81]). Az A.3.
függelékben röviden összefoglalom ennek a szép, de némiképp bonyolult megoldásnak a főbb
tulajdonságait, valamint szintén ott adom meg Shin megoldásának a bejövő hullám amplitúdója
szerinti sorfejtésének az eredményét.
A Shin–megoldás paramétereinek a szórási probléma eddig bevezetett paramétereivel való
összefüggésének meghatározásával, és a megoldásnak az amplitúdó szerinti sorfejtésével a per-
turbatív módszer egy rendkívül hasznos ellenőrzéséhez jutunk. A perturbatív megoldás első két
rendje tökéletesen megegyezik az egzakt megoldás Taylor-sorának a megfelelő tagjaival, amiből
jól látható a perturbációszámítás alkalmazhatósága.
2Látni fogjuk, hogy a probléma teljes egzakt megoldása is megadható, ld. [81], A.3. függelék.
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2.5. Numerikus eredmények
Ebben a szakaszban a kink–sugárzás kölcsönhatási probléma számítógépes szimulációjával ka-
pott eredményeket foglalom össze röviden3. A (2.2)-es egyenlet numerikus megoldását fogjuk
vizsgálni, a kapott eredményeket a mellékelt ábrákon és táblázatokban mutatom be.
A (2.2)-es egyenletet az x térváltozóban diszkretizáltuk. A térmennyiség értéke ezekben a
pontokban φ(nh, t) := φn(t). A második deriváltat a következő, öt szomszédos pontbeli értéken
alapuló sémával közelítjük
φ′′ ≡ Dφn (2.51)
Ezen diszkretizációs lépések segítségével (2.2) a
φ̈n = Dφn−U ′(φn) . (2.52)
csatolt közönséges differenciálegyenlet-rendszerrel közelíthető. Annak érdekében, hogy véges sok
φn változóval dolgozhassunk, a rendszert egy 2L méretű dobozba zárjuk. Ezután a kapott (az
időváltozó szerinti deriváltakat tartalmazó) differenciálegyenleteket egy szokásos negyedrendű
Runge–Kutta-eljárással oldottuk meg.
A szimuláció indításakor megadott kezdeti feltételek az alábbi módon, a kink és a hozzáadott
elsőrendű haladó hullám együttesének felelnek meg:








miközben a peremeken az alábbi határfeltételeket róttuk ki:
φ(x = ±L, t) = ±1 . (2.55)
A szimulációt minden esetben a doboz L méreténél rövidebb ideig futtattuk, ily módon elke-
rülve, hogy a falakról visszaverődő hullámok megzavarják a kink mozgását.
A φ4-elméletben a sztatikus kink helye elég egyértelműen definiálható úgy, mint az energia-
sűrűség maximuma, vagy, ami ezzel egybeesik, a kinkmegoldás nullahelye. A kölcsönható kink
helyének a definíciója már sokkal kevésbé egyértelmű. A jelen esetben először definiálni kellene
a kink és a sugárzás valamilyen szétválasztását, majd az így kapott kinket vizsgálni. Általános
esetben a kink energiasűrűségének a maximuma, és a nullahelye sem feltétlenül egyezik meg.
3A szimulációkhoz használt program Tomasz Romańczukiewicz munkája.



















2.3. ábra. A φ(x, t) kink nullahelye φ4 az idő függvényében. A bejövő sugárzás
adatai :A = 0.12, ω = 3.0.
Ugyanakkor, kellően kis amplitúdójú perturbációkat tekintve, a topológia miatt mindig létező
nullahely az általunk vizsgált rendekben megfelelő.
A 2.3. ábrán a φ(x, t) kink nullahelyét ábrázoltuk az idő függvényében. A bejövő sugárzás
frekvenciája ω = 3.0 volt, amplitúdója pedig A = 0.12. Ezen az ábrán jól megfigyelhető, hogy
a φ(x, t) tér nullahelye jó közelítéssel egyenletesen gyorsul (a grafikon parabola). A görbét
parabolával illesztve megerősíthető, hogy az at2/2 formula valóban jól közelíti a numerikusan
kapott görbét. Ebben az esetben a gyorsulás illesztéssel kapott értéke anum = 9.72 ·10−5, ami
valóban nem tér el nagyon az analitikusan, a (2.34)-es egyenletből kapott atheor = 9.02 · 10−5
értéktől.
A fenti számolás elvégzése után érdemes azt is megvizsgálnunk, hogy a szimuláció során
mért gyorsulás is A4 rendű-e, mint a (2.34) vezető rendű perturbatív eredmény. A 2.4. ábrán
rögzített ω =3.0 frekvencia mellett változtattuk a bejövő sugárzás amplitúdóját a 0.1≤A≤ 0.3
tartományban. Itt is jól látható, hogy az amplitúdó egy tág tartományán belül, kb. 0.1 ≤ A ≤
≤0.22 esetén az a/A4 görbe valóban közel állandó. Ez a közelítés kb. A≈0.24 elérésekor romlik
el, és A ≈ 0.27-nél már a numerikusan kapott gyorsulás előjele is megváltozik.
A 2.1. táblázatban látható a numerikus és az analitikusan kapott gyorsulás néhány ampli-
túdóértékre.
A 2.1. táblázatból ismét jól látható az egyezés a perturbatív és a numerikus eredmények












2.4. ábra. A numerikus szimuláció során illesztéssel kapott a gyorsulás A4-nel leosztva, A
függvényében, ω = 3.0 esetén









2.1. táblázat. Numerikus és perturbatívan számolt gyorsulás az amplitúdó függvényében
ω = 3.0 frekvencián















2.5. ábra. Az illesztett (folytonos vonal) és a perturbációszámításból kapott (szaggatott vonal)
gyorsulás a frekvencia függvényében, az amplitúdó negyedik hatványával elosztva, A = 0.16
esetén.
között, A < 0.22 esetén. Ezek az eredmények megerősítik a perturbatív számítás során tett
feltevéseinket, valamint azt, hogy a kink mozgása kezdetben nemrelativisztikusan leírható, és
a gyorsulása a bejövő sugárzás amplitúdójának negyedik hatványával arányos.
A gyorsulás amplitúdó-függésén kívül érdemes a frekvenciafüggést is ellenőrizni. Ez látható
a 2.5. ábrán, illetve néhány pontban a kapott értékek megtalálhatók a 2.2. táblázatban.
A 2.5. ábrán a legfeltűnőbb jelenség a rezonancia-szerű csúcs, ami a perturbatív eredmény-
ben nem jelent meg. A perturbációszámítással kapott eredmény a frekvenciának monoton növő
függvénye. A legnagyobb rezonancia jó közelítéssel a frekvencia 2ωd ≈ 3.46 értékénél jelenik
meg. A jelenség egy plauzibilis magyarázata a következő: a gyorsulás akkor tér el jelentősen a
perturbatív értéktől, amikor a belső gerjesztési (alak-) módus és a bejövő hullámok erősen csa-
tolttá válnak. Ezeknél a rezonanciafrekvenciáknál a kink belső módusa gerjesztődik, és az ebben
tárolt energia szimmetrikusan, mindkét irányban kisugárzódik, ily módon lerontva a linearizált
egyenletből kapott visszaverődésmentességet.
A 2.6. ábrán a kink helyét ábrázoljuk egy rezonanciához közeli frekvenciájú hullámmal való
kölcsönhatás során. Jól látható, hogy a kink mozgása ebben az esetben kissé szabálytalan.
Mindent egybevetve, a kink gyorsulására az elméleti és a numerikus szimuláció során kapott
eredmények jól egyeznek. Nem rezonáns frekvenciák esetén az eltérés legtöbbször nem haladja
meg a 10%-ot, és a rezonancia-jellegű eltérések is kvalitatíven érthetőek.
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2.2. táblázat. Az illesztett és a perturbációszámításból kapott gyorsulás a frekvencia

















2.6. ábra. A φ mező nullahelye az idő függvényében ω = 3.38 és A = 0.14 esetén
























2.7. ábra. Az aA−4 normált gyorsulás az amplitúdó és a bejövő hullám frekvenciájának a
függvényében
A 2.1. táblázatot alaposabban szemügyre véve láthatjuk, hogy a numerikusan kapott gyorsu-
lások szisztematikusan is nagyobbak a vezető rendű perturbatív eredménynél. Ez a magasabb
rendek hatásának tudható be, és a legegyszerűbben a kink tömegének a sugárzási térrel va-
ló kölcsönhatás során létrejövő renormalizációjaként írható le. A tömeghez a legalacsonyabb
rendű korrekció A2-es, és ez a korrekció, δm(2) valóban negatív, így az effektív tömeg, m∗ =
= m+A2δm(2) < m. Sajnos az effektív tömeget rendkívül nehéz numerikusan meghatározni, de
azért némi jelzésértékű eredmény a numerikus adatokból kihámozható.
Tekintsük ehhez a [−L,L] dobozba zárt rendszer impulzusmérlegét (azaz az erőt). A dobozba
zárt rendszer numerikusan számolt impulzusa L = 20 esetén a 2.8. ábrán látható. Ezt az erőt a
mért gyorsulással elosztva az m∗ effektív tömeg egy közelítését kapjuk. Az adott esetben ez a
tömeg m∗num = 0.954ms, míg a vezető korrekció perturbatívan −δm(2) = 3A2(ω2−2)/(ω2−3),
ami az m∗theor =0.962ms teljes tömegre vezet, így elmondhatjuk, hogy az egyezés itt is kielégítő.
Összefoglalásként elmondhatjuk, hogy a numerikus szimuláció megerősíti a perturbációszá-
mítással kapott eredményeket. A perturbációszámítás a rezonáns frekvenciáktól távol, nem túl
nagy amplitúdó (A<0.2) esetén jól leírja a kink mozgását. Ezen kívül még érdemes rámutatnunk
arra, hogy miként az a 2.7. ábrán jól látható, a kinknek az amplitúdó negyedik hatványával
elosztott gyorsulása a bejövő hullám amplitúdójának és frekvenciájának egy meglepően nagy
tartományán pozitív, azaz az (A ,ω) sík egy nagy részén fellép a negatív sugárzási nyomás.



























2.8. ábra. A [−20,20] dobozba zárt rendszer impulzusa, ω = 3.0 és A = 0.12 esetén. Az
illesztett egyenes meredeksége −1.24 ·10−5, aminek m∗ = 0.954m felel meg.
2.6. Az effektus stabilitása
Ebben a szakaszban azt szeretném bemutatni, hogy a "negatív sugárzási nyomás" jelenség
megmarad, ha az elmélet nem pontosan az eredeti φ4-modell, azonban az ahhoz képesti eltérések
nem túlságosan nagyok. Ez a robusztusság az, ami ezt az önmagában is érdekes effektust az
alkalmazások szempontjából is érdekessé teszi.
Az, hogy a jelenség egy perturbált modellben is fellép, első ránézésre nem egyértelmű, hi-
szen a levezetése során feltételeztük, hogy a (2.14) lineáris perturbációs egyenletekben fellépő
potenciál visszaverődésmentes, és egy általános alakú perturbáció a modell ezen tulajdonságát
azonnal lerontja. Ennek hatására egy olyan elsőrendű (A-ban lineáris) hullámforma-perturbáció
keletkezik, melyhez az erőben egy nemeltűnő, A-ban kvadratikus járulék tartozik, ily módon
az erő vezető rendjét a (2.43)-as képletben látható A4-esről a (2.22)-esben szereplő A2-esre vál-
toztatja, amely tagról láttuk, hogy pozitív nyomásnak felel meg. A következőkben látni fogjuk,
hogy bár ez valóban bekövetkezik, azonban ha az egzakt φ4-modelltől való eltérés elegendően
kicsi, akkor, ha a bejövő sugárzás A amplitúdója egy adott Acrit kritikus értéknél nagyobb, ak-
kor az A4-es erőjárulék dominál, és a negatív nyomás továbbra is fellép. A fentieket egy konkrét
példán is be fogom mutatni.
Először is, tekintsük a φ4-modell (2.2) mozgásegyenletének egy perturbáltját a következő
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alakban:
φ̈−φ′′+U ′(φ)+εδU ′(φ) = 0 , (2.56)
ahol az ε a perturbáció kicsinységét jellemző paraméter, δU(φ) pedig a potenciál perturbáció-
ja. Ezután a (2.56)-os egyenlet megoldását az előbbieknek megfelelően ismét perturbációs sor
alakjában keressük, a
φ = φs(x)+Aξ
(1)(x, t)+ · · · , (2.57)
bejövő hullám A amplitúdója szerint kifejtve. Itt a φs(x) sztatikus kink a (2.56) perturbált
téregyenletnek tesz eleget, ξ(1)(x, t) pedig a φs(x) körüli linearizációval kapott
ξ̈(1)−ξ(1)′′+U ′′(φs)ξ(1) +εδU ′′(φs)ξ(1) = 0 (2.58)
mozgásegyenletnek.
Fejtsük most ki a (2.56) perturbált egyenlet megoldását a potenciál perturbációinak nagy-





s + · · · , ξ(1) = ξ(10) +εξ(11) + · · · , (2.59)
ahol most φ(0)s (x) a perturbálatlan (2.2) elmélet időfüggetlen kink-megoldása, ξ(10)(x, t) pedig
a perturbálatlan φ(0)s (x) körül linearizált ξ̈(10) + L̂ξ(10) = 0 egyenlet megoldása.








′ (φ(0)s ) = 0 , (2.60)
ξ̈(11)−ξ(11)′′+U ′′ (φ(0)s ) ξ(11) +U ′′′ (φ(0)s )φ(1)s ξ(10) +δU ′′ (φ(0)s ) ξ(10) = 0 . (2.61)




q +c.c.. Ennek megfelelően a megoldást itt is keres-




q +c.c. alakban, ahol η
(1)
















η(0)q = 0 (2.62)
egyenletet. Mivel (2.62) az (A.13) egyenletnek megfelelő alakú inhomogén egyenlet, a megoldá-
sát most is megkaphatjuk integrálalakban az (A.14)-es képlettel. Az erő képletének levezetéséhez
ebből is csak az R visszaverődési együtthatóra van szükség, azaz elegendő az η(1)q nagy |x| esetén
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érvényes aszimptotikájának az ismerete. Ez a következő:




















































Az itt szereplő εβ(1)R és εβ
(1)
T mennyiségek az R visszaverődési és T áteresztési együtthatók első
nemtriviális korrekciói. A visszaverődésmentes esetben, pl. a φ4-modellben R = 0 és |T| = 1.
A (2.63)-as egyenletből közvetlenül látható, hogy a perturbált modell kinkje a (2.56) egyen-
letben már nem visszaverődésmentes. Az erő vezető korrekcióját ekkor az A amplitúdóban
lineáris hullámforma-tagból kapjuk. Amint azt a (2.22) egyenletben megmutattuk, ez az erőjá-
rulék
F (2) := A2f (2) = −q2|R2|A2 ≈−q2ε2|β(1)R |2A2 . (2.65)
Ennek az egyenletnek az érvényességéhez az szükséges, hogy |εβ(1)R | , |εβ(1)T | 
 1 legyen, ami az
ε elegendően kicsiny volta esetén a q hullámszám egy megfelelő tartományában teljesül is.
Vizsgáljuk még meg ezen kívül az erőnek a ε-ban való kifejtésben következő tagját. Ez F (4)≡
≡ A4f (4), A4 rendű (ld. (2.43)), ugyanakkor az itt fellépő korrekció legalább A4ε2 rendű, így
a most következő érvelés szempontjából elhanyagolható. Így, egy, a vezető rendben visszaverő-
désmentes potenciálra vezető elméletben a kinkre ható erő és annak első korrekciója
F = A2(−q2ε2|β(1)R |2 +A2f (4)) . (2.66)
Tegyük fel most, hogy f (4) > 0, azaz, hogy a nem perturbált elméletben van negatív sugárzási
nyomás. Ekkor a (2.66) egyenletből következik, hogy ε egy rögzített értéke mellett létezik egy
Acrit kritikus (minimális) amplitúdóérték, amely fölött, A > Acrit esetén a negatív sugárzási
nyomás megjelenik, F > 0 lesz.





Természetesen az itt kapott eredmény, a perturbációs módszer érvényességi feltételei miatt,
csak akkor érvényes, ha Acrit 
 1.
Alkalmazzuk most a fent kapott, általános egyenleteket a φ4-modell (U ′(φ) = 2φ(φ2 − 1))
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alábbi perturbációjának az esetére:
δU ′(φ) = φ(φ2−1)2 . (2.68)
Emlékezzünk vissza, hogy φ(0)s (x) a perturbálatlan kink, azaz
φ(0)s (x) = tanhx . (2.69)
A kink ε-ban elsőrendű korrekcióját ekkor a (2.60)-as egyenlet határozza meg. A jelen esetben
ez analitikusan megoldható,














alakban. Ezzel a (2.67)-es egyenletben szereplő kritikus amplitúdó néhány értéke: ε = 0.1 és
q =1.2 (ω≈2.33) esetén Acrit≈0.021, ε=0.2-re pedig Acrit≈0.041. Az ω frekvenciát növelve βR
exponenciálisan gyorsan tart a nullához, így az Acrit kritikus amplitúdó is gyorsan lecsökken.
A kritikus amplitúdóérték létezésének az ellenőrzéséhez a (2.68) perturbált modellben is
végeztünk numerikus szimulációt. A kritikus amplitúdó vizsgálata a numerika szempontjából
nem könnyű feladat: A∼Acrit közelében a gyorsulás nagyon kicsi, ezért viszonylag hosszú idejű
szimuláció szükséges. Az ε perturbációs paraméter sem választható túl nagyra, mert akkor Acrit
válik túl kicsivé. A vizsgált gyorsulásértékek gyakran 10−9, 10−8 nagyságrendűek voltak. ε=0.1
és ω = 2.33 esetén Acrit = 0.0168±0.0001 adódott, ε = 0.2-re pedig Acrit = 0.0292±0.0002. A
kritikus amplitúdó ezen adatai az elméletben kapottól kb. 20%, illetve 30%-kal térnek el. Ez
az egyezés nem túl jó, azonban figyelembe véve, hogy a probléma numerikusan nehéz, és hogy
ezek az ε-ok nem is olyan kicsik4, megállapíthatjuk, hogy a kapott eredmények konzisztensek
a (2.67)-es egyenlettel. A szimulációk eredményei a kritikus amplitúdóérték létét, és a negatív
sugárzási nyomásnak a perturbált modellben való fellépését viszont egyértelműen megerősítik.
Szintén lényeges eredmény, hogy a negatív sugárzási nyomás még az ε paraméter viszonylag
nagy értékei mellett is fellép. Érdemes megemlíteni, hogy pl. A=0.1 és ω=3.0 esetén a sugárzási
nyomás csak ε > 1.3 vagy ε < −1.2 esetén válik pozitívvá.
A szakasz lezárásaként még kitérnék a sine–Gordon-modell perturbációira. Ez esetben meg-
4Erre utal az is, hogy Acrit/ε a két vizsgált pontban még lényegesen megváltozik, ami azt jelenti, hogy itt
még a magasabbrendű effektusok sem teljesen elhanyagolhatók. Ugyanakkor, a kisebb ε-értéknél az elméleti
eredménytől való eltérés is kisebb.
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mutattuk, hogy az erő A4-rendben is eltűnik, és ezen túlmenően, Shin analitikus megoldását
[81] vizsgálva megállapítható, hogy az erő minden rendben nulla. Ennek megfelelően a fenti
levezetés a sG-egyenlet esetében nem alkalmazható, ennek megfelelően a modell egészen kis
perturbációi esetén is már pozitív sugárzási nyomás várható.
3. fejezet
Síkhullám szóródása globális vortexen
Ebben a szakaszban síkhullámoknak a globális vortexen való szórását vizsgálom. Elsődleges
szempontként azt szeretném bemutatni, hogy a 2. fejezetben bemutatott effektus („negatív
sugárzási nyomás”) fellép-e a vortexek esetén is. Ettől függetlenül, a hullámoknak a vortexen
való szóródása önmagában is érdekes, hiszen a visszavert hullámok adott esetben a vortexektől
távol észlelhető jelei lehetnek a vortexek jelenlétének.
Az irodalomban több hasonló szórási probléma is ismert. Egyrészt az elmélet nemrelativisz-
tikus változatában – mely a szuperfolyadékok egy egyszerű leírását adja, ld. 1.3. szakasz – az
elmélet skalártérében terjedő hullámok szóródása a vortexeken, másrészt az egyéb terek szóró-
dása kozmikus húrokon [90] (ami töltött részecske esetén lényegében Aharonov–Bohm-szórás
[6], a vortex belsejében lévő fluxus miatt).
Itt is magának a skalármezőnek a hullámait vizsgáljuk, azonban, mint látni fogjuk, itt egy
tömeges (gapes diszperziós relációjú) módus szórása lesz alapvető jelentőségű, így a nemrela-
tivisztikus elmélet vortexeinek esetén érvényes eredmények nem vihetők át egy az egyben a
relativisztikus Goldstone-modell vortexeinek esetére (ld. az 1.3.1. szakaszt és [22]-t).
A nemrelativisztikus és relativisztikus eset eltérései igen hamar jelentkeznek. Már a vortex
(illetve a több, szeparált vortexből álló rendszer) energiájának és impulzusának a kifejezése is
lényegesen különbözik. Míg a relativisztikus Goldstone–modell vortexei tömeggel rendelkeznek
(sőt, levágás nélkül az energiájuk divergál), addig a nemrelativisztikus elméletben a vortexeknek
nincs saját tehetetlenségük (dinamikájuk elsőrendű).
Az 1.3. szakaszban bemutattam a Goldstone–modell nemrelativisztikus változatát, a Gross–
Pitajevszkij-egyenletet. Mint látható, az (1.10) téregyenlet csak abban különbözik hogy másod-
rendű időderivált helyett egy Schrödinger–egyenletre emlékeztető, elsőrendű tagot tartalmaz.
Jól szeparált, ri helyen lévő ni (előjeles) csavarási számú vortexekhez megkonstruálható egy
közelítő áramlási tér, és kiszámolható az összimpulzus, P =
∑
i niri [71]. A szuperfolyadékok
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hidrodinamikai leírását alapul véve ez könnyen megérthető: a vortexek örvényeket írnak le, és
az impulzust így a vortexek között áramló folyadék hordozza. A két leírás között az áttérés a φ=
=
√
 exp(iθ/2) Madelung–transzformációval lehetséges; ekkor ρ lesz a szuperáramlás sűrűsége,
θ pedig a sebességpotenciál. A kapott hidrodinamikai mennyiségek az Euler– és a kontinuitási
egyenletnek tesznek eleget, alkalmas állapotegyenlettel [71]. Hidrodinamikában jól ismert az a
tény, hogy az egyes örvények a (részben a többi örvény által létrehozott) környező áramlással
együtt úsznak. A mozgás leírható a vortexek helyét tartalmazó Pi = niri impulzuskifejezéssel,
a szokásos Ṗi = F alakban.
A nemrelativisztikus elméletben a szórás problémája mint vortex–hang-kölcsönhatás jelenik
meg (valójában ebben a leírásban a szuperáramlás fluktuációi jelennek meg, ez tehát a má-
sodik hang) [71]. A szórás itt egycsatornás, és a kapott megoldás domináns része megegyezik
az Aharonov–Bohm-szórással [83, 84, 85, 92, 71]. A vortexekre ható erő kiszámítása most is
az impulzus–mérlegnek a hullámzónában való kiértékelésével lehetséges. A kapott eredmény a
következő: egyrészt hat a vortexre egy, a hullám terjedési irányába eső erő („acoustic drag”),
melynek nagysága arányos a hullám által hordozott, egy periódusra átlagolt tömegárammal
[71], és egy merőleges irányú, a Magnus–erőnek megfelelő erő [71]. Ezen utóbbi, sokáig vitatott
tag [92] a Iordanskii–erő. Megmutatható, hogy ilyen erőnek mindig fel kell lépnie, amikor egy
vortex mozog az őt körülvevő szuperfolyadékban; akkor a körülötte egy nagy körön belül áram-
ló folyadék impulzusmérlege megköveteli, hogy a vortex abban az irányban mozduljon el, ahol
az általa keltett sebességmező a környező szuperfolyadéknak a vortexhez képesti sebességével
azonos irányú [71]. Mint látni fogjuk, a relativisztikus esetben ez az erő nem lép fel. Ennek a
magyarázata, hogy míg a nemrelativisztikus esetben a vortexek impulzusát igazából az őket
körülvevő áramlás hordozza, a relativisztikus esetben pedig a nagy tömegű vortexmag.
Ebben a fejezetben a relativisztikus elmélet vortexein való szórás leírásával foglalkozunk. A
szórás leírására a parciális hullámok módszerét fogom alkalmazni. A megoldandó szórási problé-
ma kétcsatornás, az egyik módus tömeges, a másik tömegtelen (a Goldstone–tételnek megfelelő-
en). Az egyes csatornákon belüli szórás matematikailag itt is igen hasonló az Aharonov–Bohm-
szóráshoz [6]. A számunkra legérdekesebb effektus, a „negatív sugárzási nyomás” azonban, mint
látjuk, a két csatorna közötti szórással kapcsolatos. Mint látni fogjuk, a kiterjedt megoldás
mögött keletkező impulzustöbblet itt is megjelenik, azonban az effektus oka itt más lesz: míg
a kink esetében a nemlinearitások miatt keletkező, magasabb felharmonikusok hozzák létre az
impulzustöbbletet, addig itt az ok egy tömeges módusból egy tömegtelenbe való szórás.
A fejezet vázlata: a vortex–háttér legfontosabb tulajdonságainak ismertetése (3.1. szakasz),
után bevezetem a perturbációs problémát (3.2. szakasz); itt szerepelnek a vortexek perturbációs
egyenletei, a parciálishullám–kifejtés, a hatáskeresztmetszetek és az erő formulái. Ezután az S-
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mátrix nagy  indexű elemeinek az aszimptotikus viselkedését vizsgálom (3.2.3. szakasz). A
kapott numerikus eredményeket a 3.2.5. szakaszban ismertetem. Az fejezet összefoglalása, a
kapott eredmények értelmezése a 3.3. szakaszban található.
3.1. A vortex–háttér
Ebben a fejezetben a hullámok globális vortexeken való szóródását fogom megvizsgálni. Ezek a
vortexek a legegyszerűbb spontán szimmetriasértő elméletnek, a Goldstone–modellnek (1.1.1.
szakasz, [78]-at követve a β = 1 választással) a megoldásai. A modell téregyenlete
φ̈−φ+2φ(φ∗φ−1) = 0 , (3.1)
melynek a szokásos hengerszimmetrikus Ansatz-nak megfelelő megoldásait keressük, tehát
φ(t, r, ϑ, z) = f(r)einϑ , (n = 1,2, . . . ) (3.2)






f +2f(f 2−1) = 0 . (3.3)
A szórásállapotok vizsgálata során lényeges lesz a profilfüggvények aszimptotikus viselkedése.
A profilegyenletek vizsgálatából megállapítható, hogy az origó közelében
f(r) ∼ f (n)rn (r → 0) , (3.4)
míg a végtelenben




teljesül. A szórási probléma vizsgálata során – mivel a dolgozat egyéb fejezeteiben vizsgált
instabilitási és kötött állapotokkal ellentétben a szórásállapotok gyakran meglehetősen kiter-
jedtek, az origótól viszonylag távoli zéróhelyekkel rendelkeznek – a profilegyenletek megoldását
nagy intervallumon kellett előállítani. Ez a Colsys programcsomag [10, 9, 13] segítségével,
spektrális módszer alkalmazásával volt lehetséges, kb. a [0,300] intervallumon.
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3.2. A globális vortexek perturbációs egyenletei
A jelen szakaszban a globális vortexek perturbációs problémáját ismertetem. A részletes szá-
molás ismertetésétől itt – terjedelmi okból – eltekintek. A perturbációs probléma kezelésében
és az alkalmazott konvenciókban itt Goodband és Hindmarsh a vortexek stabilitására vonat-
kozó [36] munkáját követem. A linearizált téregyenletek vizsgálata részletesen megtalálható a
dolgozatom 4. fejezetében és az ahhoz kapcsolódó B.2. függelékben a csavart vortexek esetére.
Az alkalmazott módszer tömör összefoglalása a következő a (3.1) téregyenleteket linearizál-
juk, legyen tehát φ=φ0+δφ, ahol φ0 a vortexmegoldás. A továbbiakban a „0” indexet elhagyom,
mert az egyenletekben a teljes perturbált megoldás innentől nem fog szerepelni. Ezután, a δφ

























egyenletet kell kielégítse, ahol a D radiális operátor










+2(2f 2−1) . (3.8)



























+2(2f 2−1) . (3.11)
A vesszőt a fejezet hátralévő részében elhagyjuk, és csak a ψ változóban dolgozunk. Ekkor az
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rs+ ∼ A sin(kar+δa)+G sin(kgr+δg) ,√




ω2−4, kg = ω.Ha  = 0, akkor az s0+s∗0 és a s0−s∗0 módusok szétcsatolódnak, és az
amplitúdók egységnyinek választhatók, A = G = 1. A többi  = 0 csatornában a szétcsatolódás
csak aszimptotikus, r →∞ esetén.
Az aszimptotikusan szétcsatolódó módusok ekkor g = 1√2(s
+
 −s−∗−) és a = 1√2(s+ +s−∗−) ; a



























A (3.10) perturbációs egyenleteket numerikusan oldottam meg. A megoldás során, az előze-
tesen kiszámolt hátteret használtam. Maguk a perturbációs egyenletek viszonylag nagy inter-
vallumon is megoldhatók Runge–Kutta-módszerekkel.
3.2.1. Az S-mátrix és a hatáskeresztmetszetek
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Numerikusan az egyenletrendszernek két lineárisan független, az origóban reguláris megoldását
lehet könnyen előállítani. A két lineárisan független megoldás fi együtthatóit egy F mátrixba





















F ∗ pedig ennek komplex konjugáltja. Ezen paraméterezés alkalmas a numerikusan megkapható
amplitúdók és fázisok alapján az S-mátrix kiszámítására:
S = F (F ∗)−1 , (3.19)
mely megadja, hogy adott bejövőhullám-amplitúdókhoz reguláris megoldás esetén milyen amp-
litúdójú kifutó hullám tartozik. Ez a mátrix, ahogyan az a kvantummechanikában ismeretes [55]
unitér (ez a Schrödinger-egyenlet esetében a valószínűségi áram megmaradásából következik)
és szimmetrikus (az egyenlet időtükrözési invarianciája miatt).







ahol J Bessel-függvény [2]. A fentiek alapján az aszimptotikusan szétcsatolódó módusoknak
megfelelő síkhullámok megkonstruálhatók, az első módust („a” amplitúdómódus – a térmennyi-
ség amplitúdóját perturbálja), melyre s+ = s
−∗
− , adja









itt ugyanis s+ = s
−∗
− = i













A két módus egy aeinϑ2 cos(kax−ωt)+geinϑ2i sin(kax−ωt) lineárkombinációjának aszimptotikus
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alakja








































A hatáskeresztmetszeteknek az S-mátrix elemeivel való kifejezése ezután a következőképp
lehetséges: írjuk fel a perturbációs függvényt pozitív és negatív frekvenciás rész összegeként,
δφ = δφ+eiωt +δφ−e−iωt , (3.25)







































Ekkor a megoldásnak a síkhullámtól való eltérése aszimptotikusan,
1√
r
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3.2.2. A vortexre ható erő




ahol A(μν) = Aμν +Aνμ, ezzel
Tμν = ∂μφ
∗∂νφ+∂μφ∂νφ∗−gμν {∂ρφ∗∂ρφ−V (φ∗, φ)} . (3.31)
Az energiaimpulzus-tenzorra vonatkozó megmaradási tétel ekkor
∂μTμν = 0 , (3.32)
melynek segítségével a következőképpen számolható a vortexre ható erő: ha kiszámoljuk egy,
a vortex köré írt R sugarú hengeren belüli impulzus időderiváltját, akkor ez a Gauss–tétel
segítségével átalakítható:
Ṗx = Fx = −
∫ π
−π
R d ϑ(Txx cos ϑ+Txy sin ϑ) . (3.33)
A vortexre ható erőt definiálhatjuk úgy, mint a fenti mennyiség egy periódusra vett átlagát,





′) d t′. (3.34)
Ennek a vezető rendű járuléka a perturbációs függvényben kvadratikus részből jön,
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valamint a derivált tagok 1/r szerinti sorfejtésében a vezető járulék (az 1/r-ben magasabbrendű



























Az időderiváltat tartalmazó tagokra pedig teljesül, hogy 〈∂0δφ∗∂0δφ〉=ω2〈δφ∗δφ〉. (3.36) máso-
dik sorában az  és m összegző indexek felcserélésével látható, hogy a fenti második és harmadik
kifejezés azonos.



















































































így az S-mátrix elemeit elegendő csak  ≥ 0-ra kiszámolni.
Hasonló számolással kiszámolhatjuk az erő transzverzális komponensét is. Szintén az impul-
zusmérlegből kiindulva,
Fy = Ṗy =
∫ π
−π
{Tyx cos ϑ+Tyy sin ϑ}R d ϑ . (3.40)
Itt a behelyettesítés eredménye
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ahol is a zárójeles kifejezés második tagja valós, így elhagyható,
























bevezetésével a transzverzális erőkomponens















Innen látható, hogy amennyiben a bejövő hullám tisztán „a”- vagy „g”-módus, akkor a transz-
verzális erő – legalábbis a kvadratikus rendben – zérus.
3.2.3. Az S-mátrixelem perturbatív számolása nagy -re
Az S-mátrixelemeket numerikusan =7 . . . 8-ig lehet könnyen kiszámolni. Hogy megállapíthas-
suk, hogy szükség van-e további, magasabb indexű elemek kiszámításához, hasznos lehet egy
nagy -re érvényes közelítés. Emellett, a következő számítás az effektus értelmezése szempont-
jából is bevilágító lehet.
A közelítés lényege egy illesztés lesz. Mivel az origóban a különböző -ekhez tartozó módu-
sok csatolódnak szét aszimptotikusan (a (3.11)-ben megadott D± operátort az (n±)2/r2 tag
dominálja), míg a végtelenben az „a”- és a „g”-módus válik külön, érdemes az alábbi illesztéses
módszert alkalmazni: az r változó intervallumát két részre vágjuk majd az alsó részintervallu-
mon legyen
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Jν(kar+η) = jν,a(r) ,
g = 0 ,
(3.49)
ami az előbbi, az alsó részintervallumon érvényes megoldáshoz illeszthető. Az illesztési pont egy












Az első korrekció a fenti S-mátrixhoz (1/-ben vezető rend) a Hu0 -hoz a felső részintervallumon
járuló korrekció segítségével, perturbációszámítás segítségével számolható. A korrekciók eredete
kétféle: egyrészt járulékot ad a vortexprofil 1-től való eltérése, másrészt a Hu0 felírásakor elha-










































A fentiek ismeretében a vortexeken való szórás magasabb indexű komponenseiről elmond-
ható, hogy az S-mátrix elemei nem feltétlenül az egységmátrixhoz, hanem páratlan n-re az
ellentettjéhez tartanak. Ez az Aharonov–Bohm–effektusnál1 már ismert probléma [6], szokásos
1Az Aharonov–Bohm-effektusnál a szórás egycsatornás, ha a szolenoid fluxusa α, akkor az S S-mátrixelem
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korrigált S-mátrixszal számolhatók a hatáskeresztmetszetek. (Az Aharonov–Bohm-effektussal
való kapcsolat itt ennél közelebbi is : a vektorpotenciál jelenléte vezet ott hasonló, 1/r2-es tagok
megjelenésére a Schrödinger–egyenletben, és ezen tagok adják az S-mátrixelemek fenti viselke-
dését).
A fenti korrigált S-mátrixszal, mind a parciális hatáskeresztmetszetek, mind a megfelelő
erőjárulékok elegendően gyorsan 0-hoz tartanak ( 1/2-tel, illetve 1/4-nel).
Az erőt a fenti (3.53) perturbációszámítással kapott S-mátrixszal számolva láthatjuk, hogy
a szakasz elején tett feltevések már elegendőek a hullámforrás irányába ható erő megmagyará-
zására. Ugyanakkor azt is látnunk kell, hogy a vezető (az AB-effektussal analóg) aszimptotikus
tag még nem ad járulékot az erőbe. Ebből arra következtethetünk, hogy a numerikus számo-
lás során nem túl magas -értékekre elvégezve a számolást, az erőt helyesen kell megkapnunk.
Ugyanakkor, mivel az alacsony -hez tartozó komponensek jelentősek, a vortex magjának a
szerkezete is lényeges lehet.
3.2.4. ω < 2
Ebben a bekezdésben röviden kitérek arra az esete, amikor a bejövő hullám „g”-módusú, az
„a”-módus ω = 2 küszöbe alatti frekvenciával. Ebben az esetben, az „a”- és „g”-módusok (3.14)













4−ω2. Ebben az esetben a növekvő megoldás kizárható; azonban ezzel az origóban
reguláris szórási megoldások száma is egy lesz. Ennek az aszimptotikus viselkedése tehát a ∼





i(δ+1−δ)−1) > 0 , (3.56)
konstans, a fázistolás δ=α. A felösszegzett szórt hullámban a járulék sin
2 πα-val arányos, α=n egész fluxuskvan-
tum esetén – miképpen a vortexeknél – ez kiesik, azonban ha előbb számolunk parciális hatáskeresztmetszeteket,
az nem felösszegezhető [6].
3.2. A GLOBÁLIS VORTEXEK PERTURBÁCIÓS EGYENLETEI 54
azaz a küszöb alatt nincs negatív sugárzási nyomás.
3.2.5. Numerikus eredmények
Ebben a szakaszban röviden összefoglalom a kapott numerikus eredményeket. A 3.1. ábrán
az erő látható a bejövő hullám frekvenciájának a függvényében. Mint láthatjuk, a „negatív
sugárzási nyomás” itt is fellép, amennyiben a vortexen a tömeges amplitúdómódus szóródik.
Ennek magyarázata hasonló, mint a kink esetében (ld. a 2. fejezetben): amennyiben a tömeges
„a”-módus szóródik a vortexen, és a vortex mögött ez tömegtelen „g”-módus keltésével jár, akkor
azonos energiájú „g”-módusbeli hullámhoz nagyobb impulzus tartozik. Ekkor viszont a mögötte
megjelenő impulzustöbbletet a vortexnek kell elvinnie, a bejövő sugárzással szemben elindulva.
Ezt a magyarázatot támasztja alá az is, hogy a „g”-módus esetében nincsen negatív nyomás,
ott a vortex visszalökődését tapasztaljuk.
Érdemes megfigyelni, hogy bár a jelenség hasonló, mint a kink esetében, azonban a másik
hullám létrejöttének a mechanizmusa különbözik; ott ez a hullám egy, a nemlinearitás miatt
megjelenő magasabb felharmonikus volt, míg itt eleve többcsatornás a szórási probléma. Ez
okozza azt is, hogy a kink esetében az effektus a bejövő hullám amplitúdójában negyedrendű,
míg itt kvadratikus.
A 3.2. ábrán megfigyelhetjük, hogy valóban a kis -hez tartozó csatornák adják a lényeges














3.1. ábra. Az erő a bejövő hullám frekvenciájának a függvényében









































3.3. ábra. Regularizált parciális hatáskeresztmetszetek
3.3. Összefoglalás
A fentiekben megvizsgáltuk egy síkhullámnak a szóródását egy globális vortexen. Az alkalma-





















3.4. ábra. A parciális hatáskeresztmetszetek, a csatornák közötti szórás
rendű hullámok impulzusmérlegének a vizsgálata volt. A linearizált téregyenleteket a bejövő
és a szórt hullám parciálishullám–felbontásával, a radiális egyenletek numerikus megoldásával
vizsgáltam. A szórásmátrix nagy  indexekre való aszimptotikus viselkedését az Aharonov–
Bohm-effektussal való analógia alapján sikerült megmagyarázni.
A számolás során azt tapasztaltam, hogy a kink esetében a 2. fejezetben megvizsgált, „ne-
gatív sugárzási nyomásnak” nevezett effektus itt is fennáll, azonban a jelenség eredete más. A
vortexek esetében a különböző diszperziós relációjú, tömeges és tömegtelen módusok között
fellépő szórás miatt a vortex mögött megjelenő impulzustöbblet magyarázza, hogy a vortexre
miért hat a sugárforrás irányában erő.
Az effektust a vortex–sugárzás-rendszer teljes nemlineáris egyenleteinek időfüggő numerikus
vizsgálatával is kimutatták [78]. A két eredmény összevetéséhez még szükséges lesz a vortex tö-
megének az értelmezése. Ez a globális vortex esetében azért nem triviális, mert a hosszegységre
eső energia divergens, a vortexprofil (3.5) aszimptotikus alakját az energiasűrűségbe helyette-




r d rE = Ecore +2πn2 log R
Rcore
. (3.57)
A legegyszerűbb feltételezés az lenne, hogy a logaritmikus divergencia elhagyásával kapott Ecore
vortexmag–energia értelmezhető úgy, mint a vortex tömege. Ez a feltételezés azonban az előze-
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tes numerikus eredmények [78] szerint nem állja meg a helyét. Az előzetes eredmények szerint
az effektív tömeg a frekvenciától erősen függ, azonban a gyorsulás rögzített frekvencia ese-
tén a bejövő hullám amplitúdójában kvadratikus, ami alátámasztja az előző szakaszban adott
analízist.
A fentiek alapján annyit mindenképpen elmondhatunk, hogy a „negatív sugárzási nyomás”
jelensége a globális vortexek esetén is fellép. Bár az ANO–vortexek esetén a perturbációs egyen-
letek bonyolultabbak, a skalártér perturbációin kívül további, a vektorpotenciál perturbációit
leíró komponenseket tartalmaznak, a skalárra vonatkozó egyenletek viselkedése a vortexmag
közelében nagyon hasonló , ezért ezekben az esetekben is hasonló eredmények várhatók. A vor-
textömeggel kapcsolatos nehézségek azonban az ANO–vortexek esetén, azok véges hosszegységre
eső energiája, és exponenciális lokalizáltsága miatt nem lépnek fel.
Hasonlóképpen lényeges kérdés – elsősorban a szuperfolyékony vortexek kísérleti elérhetősé-
ge miatt – hogy a fenti eredmények a nemrelativisztikus esetben (a Gross–Pitajevszkij–egyenlet
[53, 72, 29] vortexmegoldásai esetében) is érvényesek-e. A válasz nemleges: ugyan a vortexmeg-
oldások és a gap nélküli diszperziós relációnak engedelmeskedő perturbációs módusok azonosak
a relativisztikus és a nemrelativisztikus esetben, a gapes módusok nem (ld. 1.3.1. szakasz, [22]).
Itt az effektus akkor jött létre, ha a tömeges módus szóródott a tömegtelenbe. A nemrelati-
visztikus perturbációs egyenleteinek (Bogoljubov–egyenletek, [72]) nincs ilyen megoldása, így
éppen az a hullámmódus nem létezik, aminek szóródása során fellép ez az érdekes jelenség.
4. fejezet
Csavart húrok stabilitása
A kozmikus húrokat – ld. az 1.2. szakaszban is – legegyszerűbben az ábeli Higgs–modell (AH–
modell) húrmegoldásaival (az Abrikosov–Nielsen–Olesen-húrokkal) modellezhetjük. Ekkor a
modell egyetlen paraméterrel rendelkezik, a Higgs– (skalár–) és a vektorrészecske tömegnégyze-
tének az arányával, β=m2s/m
2
v. Ennek függvényében megvizsgálható a különböző n csavarodási
számú vortexek szerkezete, és megvizsgálható a stabilitásuk [36]. Az eredmény a következő: az
n = 1 húrok a β paraméter minden értékére stabilak, míg β > 1 esetén a magasabb csavarodási
számú (n > 1) húrok instabilak1.
A fenti kép egy további problémája, hogy nem ad számot a húrok szerkezetéről. Ugyan
az ANO–húrok alkalmas beágyazásával az elektrogyenge elmélet megoldásait kapjuk, az új
csatolt terek bevezetése instabilitásokhoz vezet [37, 87] : a Weinberg–szög egy (a fizikainál jóval
nagyobb) kritikus értéke alatt ezek a megoldások instabilak.
A beágyazott húrok instabilitása már egy egyszerűsített modellben, mely mindössze a Higgs–
skalár két komponensét veszi figyelembe (kiterjesztett ábeli Higgs–modell) is megjelenik [87, 42,
43, 5], amennyiben β > 1. Ilyenkor az instabilitás dinamikája is ismert; a húrban lévő mágneses
tér energiája a húr kiszélesedésével csökken (mivel a húr fluxusa állandó, a mágneses tér energi-
ája a húr keresztmetszetével fordítottan arányos). Az egykomponensű esetben ezzel egyensúlyt
tart az, hogy a potenciális energia a húr keresztmetszetével arányosan nő. A többkomponensű
skalártér esetében a potenciális energiát a húr belsejében megjelenő kondenzátum lecsökkenti,
így az nem képes megállítani a húr tágulását. Így, bár a húr fluxusa állandó, a mágneses tér az
egész térben szétterjed [4]. A kitágult húrnak megfelelő, kis energiájú konfigurációra analitikus
közelítés is megadható [42, 43].
A jelen fejezetben tehát az elektrogyenge elmélet Higgs–szektorához leginkább hasonló,
SU(2)global ×U(1) kiterjesztett ábeli Higgs–modell (EAH–modell, 1.1.2. szakasz) vortexmeg-
1Ez a jelenség a szupravezetés elméletében nagy jelentőségű, ld. az 1.4. és az 5.4. szakaszokat.
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oldásait, és azok stabilitásvizsgálatát mutatom be. Ezen megoldások érdekessége, hogy egy
olyan modell vortexei, melyben a vortexek stabilitását topologikus okok nem garantálják [87,
42, 43, 89, 5], ennek ellenére a modell paramétereinek bizonyos értékeire vannak stabil vortex-
megoldások: a Higgs– (ms) és a vektortömeg (mv) arányát kifejező β =m2s/m
2
v paraméter 1-nél
kisebb értékeire a modellbe beágyazott ANO–húrok stabilak, és β > 1 esetén instabilak.
A modellben a beágyazott húrokon kívül azonban más, hasonló megoldások is léteznek.
Ilyenekre először a β = 1 esetben Hindmarsh mutatott példát [43, 42], majd Abraham [1]
konstruált olyan megoldásokat, melyben a két skalármezőkomponens fázisa az időtől, és a húr
mentén mért távolságtól lineárisan függ. Ezután Forgács és munkatársai [33] megmutatták,
hogy a β>1 esetben további húrmegoldások is léteznek, melyekben a két skalármezőkomponens
relatív fázisa a húr mentén változik lineárisan, a megfelelő hullámszám, a csavarás −ωb < ω <
< ωb. A csavart húrok ω-val paraméterezett családja a maximális ωb hullámszám elérésénél a
beágyazott húrokkal bifurkál ; a maximális ωb hullámszám a β paraméter függvénye.
Ebben a fejezetben meg fogjuk mutatni, hogy a β >1 esetben, amikor a beágyazott húrokon
kívül csavart húrok is léteznek, a csavart húrok instabilak, és a linearizációs stabilitásvizsgá-
latban az instabilitásukat jellemző, negatív sajátértékhez tartozó módusok a húr hosszirányába
vett hullámszámukkal, k-val paraméterezhetők, ekkor az instabil módusokra −km <k<km, ahol
a maximális km hullámszám a β paraméternek és a vizsgált húr csavarásának a függvénye.
A numerikus eredményeken kívül megadjuk a csavart húrok és a beágyazott ANO–húrok
bifurkációjának egy félanalitikus leírását. Ennek segítségével a csavart húrok stabilitásprob-
lémája úgy kezelhető, mint a beágyazott húrok stabilitásproblémájának a perturbációja. Ez
lehetővé teszi az instabilitási sajátértékek és módusok perturbációszámításon alapuló, félana-
litikus kiszámítását, valamint segítségével megérthető az instabilitás természete és kapcsolata
a beágyazott ANO–húrok instabilitásával. Az instabil módusok tulajdonságainak ismeretében
érvelni fogok amellett, hogy a beágyazott ANO–húrokhoz hasonlóan ezek a húrok is a tágu-
lásra nézve instabilak; azonban az instabilitás pontos természetének felderítésére az időfejlődés
vizsgálata lenne szükséges.
A fenti eredmények megegyeznek Garaud és Volkov [34] eredményeivel, azonban itt a modell
paramétereinek jóval nagyobb tartományára, valamint a β → ∞ határesetre is elvégezzük az
analízist.
A csavart húrok stabilitásvizsgálatának a fontosságát fokozza, hogy Garaud és Volkov az
elektrogyenge elméletben is talált csavart húrt [35]. A fentiek fényében rendkívül érdekes kérdés
ezek stabilitása. A fenti eredmények további vizsgálatok nélkül azonban nem általánosíthatók
erre az esetre, ugyanakkor valószínűtlennek tartjuk, hogy a további terek bevezetése – a be-
ágyazott ANO–húrok esetével ellentétben – stabilizálná ezeket a megoldásokat.
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A fejezet felépítése a következő: először röviden összefoglalom a kiterjesztett ábeli Higgs–
modell (4.0.1. szakasz) és a vizsgált megoldások (4.0.2. szakasz) fontosabb tulajdonságait. A
csavart vortexek az ω=ωb csavarásnál bifurkálnak a beágyazott ANO–vortexekkel [33]. A 4.0.3.
szakaszban megadjuk ennek a bifurkációnak egy többskálás közelítésen alapuló, szemianalitikus
leírását.
Ezután, a 4.1. szakaszban rátérek a perturbációs probléma tárgyalására. Először a lineari-
zált perturbációs egyenletek levezetését és numerikus megoldását ismertetem (4.1.1. szakasz),
majd a bifurkáció előbb említett leírása segítségével megadom a bifurkáció környezetében sze-
mianalitikusan az instabilitáshoz tartozó sajátértékeket (4.1.2, szakasz) és a módusokat (4.1.3.
szakasz). Az előbbiek ismeretében a 4.1.4. szakaszban elemzem az instabilitási módusok tu-
lajdonságait. Ehelyütt adom meg az instabilitás egy lehetséges fizikai értelmezését is, illetve
megvizsgálom, hogy a kapott instabil módusokból hogyan lehet előállítani a húr egy lokális
tágulásának megfelelő perturbációt. Ezt követi a 4.2. szakaszban az eredmények összefoglalása.
A számítások részletei a B.1.–B.3. függelékekben találhatók.
4.0.1. A kiterjesztett ábeli Higgs-modell
Ebben a szakaszban szeretnék az ábeli Higgs-modell egy olyan kiterjesztését bemutatni, ami
az előzőkben bemutatott ábeli Higgs-modellnél jobban hasonlít a mai részecskefizikai elméletek
Higgs-szektorára, ugyanakkor még mindig viszonylag egyszerűen kezelhető.
A kiterjesztés lényege, hogy figyelembe vesszük, hogy a Standard Modell Higgs-tere (φa, a=
= 1,2) kétkomponensű, ugyanakkor a mértékterek közül továbbra is csak egy komponenst (Aμ,
μ=0, . . . ,3) engedünk meg. Az alább tárgyalt, legegyszerűbb esetben a skalártér két komponense
a hatásban SU(2)-szimmetrikus módon szerepel. A koordináták és a térmennyiségek alkalmas














ahol a térerősségtenzor Fμν = ∂μAν −∂νAμ, a kovariáns derivált DμΦ = ∂μΦ− iAμΦ, és ΦT =
= (φ1, φ2)
2.
Az elmélet mértékszimmetrikus, a generálófüggvényt χ-vel jelölve a szimmetriaművelet
Aμ → Aμ +∂μχ,
φ → eiχφ.
(4.2)
2A Minkowski–metrika szignatúrája továbbra is (+,−,−,−), a fejezetben sokszor használt hengerkoordináták
jelölése r, ϑ, z
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(U ∈ SU(2)). (4.3)





ahol az xμ koordináták és a terek megfelelő átskálázásával elértük, hogy e = 1 és λ = β/2
legyen. A téregyenletekből megállapíthatjuk, hogy amennyiben ismerjük az ábeli Higgs–modell
egy φ,Aμ megoldását, akkor egy egységnyi normájú Φ0 vektort választva, Aμ, Φ0φ a fenti (4.4)
mozgásegyenleteknek is megoldása. Az ilyen típusú megoldásokat beágyazott megoldásoknak
nevezzük.
Az elmélet a szimmetriáinak megfelelően rendelkezik egy






megmaradó (Noether-) árammal. Itt â = (0, a), és a generátorok pedig T â = (1, τa), ahol τa-val
a Pauli-mátrixokat jelöltük.
Az itt vizsgált elmélet egy érdekes határesete az, amikor β →∞. Ekkor, jól látható, hogy a
skalármező két komponensének eleget kell tennie a φ∗aφa =1 kényszernek. Ezt a legegyszerűbben


















4.0.2. Vortexek a kiterjesztett ábeli Higgs-modellben
Forgács, Reuillon és Volkov [33] cikkükben megmutatták, hogy a fenti (4.1) modellben a legál-
talánosabb hengerszimmetrikus ansatz3, mérték- és Poincaré-transzformáció segítségével a
φ1(r, ϑ, z) = f1(r)e
inϑ,
φ2(r, ϑ, z) = f2(r)e
imϑeiωz,
Aϑ(r, ϑ, z) = na(r),
A3(r, ϑ, z) = ωa3(r),
(4.9)
alakra hozható (itt Aμ összes többi, fent fel nem tüntetett komponense 0), ahol a koordináták
megválasztása során a z koordinátát a szimmetriatengely mentén vettük fel. Ha a mezők fenti





































egyenleteket kapjuk. Az egyenletek megoldása során a következő peremfeltételek teljesülését
kell megkövetelnünk: a megoldás legyen reguláris az origóban (r =0), és a végtelenben (r→∞)
pedig a→1, f1→1, f2→0, és a3→0 teljesüljön. Ezeknek az egyenleteknek numerikus megoldásai
ismeretesek [33]. Ezen megoldások néhány paraméterét én is megadom a B.1. függelékben.
A fenti egyenletekről, az előző szakaszban a beágyazott megoldásokról mondottaknak megfe-
lelően, láthatjuk, hogy az ábeli Higgs–modellben jól ismert Abrikosov–Nielsen–Olesen- (ANO-)
vortexek a kiterjesztett modellbe beágyazhatók, pl. az f2 = a3 = 0 kiterjesztéssel.
Ezen megoldásokon kívül, a második skalármező-komponens bevezetése új megoldások ki-
alakulását is lehetővé teszi, β ≥ 1 esetén [33, 43, 42]. Ezekben a megoldásokban természetesen
f2 = 0. A β = 1 esetben Hindmarsh [42] mutatott további megoldásokat, melyekben f2 = 0,
azonban a3 = 0. Ezek a megoldások kielégítenek egy Bogomolny’i-típusú energiafeltételt, így
energiájuk degenerált, és stabilak. Ezek a megoldások egy egyparaméteres családot alkotnak,
a család tagjai a radiális lecsengésüket jellemző ξ skálával paraméterezhetők (a mágneses te-
3Azaz olyan térkonfiguráció, melyben egy, a z tengely körüli forgatás, vagy azzal párhuzamos eltolás hatása
a mezőkre mértéktranszformációval kompenzálható
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rük lecsengése 1− (r/ξ)−2)), és a Bogomolny’i-feltételnek megfelelően elsőrendű egyenleteknek
tesznek eleget.
Nem sokkal a Hindmarsh–féle megoldások felfedezése után Forgács, Reuillon és Volkov [33] β
nagyobb értékei esetén β>1 egy újabb megoldáscsaládot fedezett fel (csavart húrok). Ezen meg-
oldások jellemzője, hogy itt már egyetlen térkomponens sem tűnik el azonosan (f2, a3 =0), és a
vortexek egy globális SU(2)-áramot hordoznak. A megoldáscsalád a beágyazott ANO–húrokkal
bifurkál, a (4.9) alakba hozható, és a csavarást jellemző ω hullámszámmal paraméterezhető.
A Hindmarsh–féle megoldásokhoz hasonlóan a paraméter kapcsolatba hozható a kiterjedéssel :
alacsonyabb ω-értékhez jobban kiterjedt (sugárirányban lassabban lecsengő) megoldás tartozik,
azonban lényeges eltérés is van: a csavart húrok aszimptotikája exponenciális, f2 ∼ exp(−ωr).
Fentebb már említettem a csavart húrok a szimmetriatengelyük irányában áramot hordoz-
nak. Ez az áram egy globális áram, a fenti (4.9) koordinátaválasztás mellett a (4.5) áram
harmadik izospin–komponense, z irányban. A húrban folyó teljes áram ekkor az
I3 =
∫
r d r d ϑj33 (4.11)
képlettel adott. Megjegyezzük, hogy minél kisebb az ω csavarás, annál inkább nő a húrban folyó
áram és a húr keresztmetszete [33]. Az megoldások ω→ 0 határesete szinguláris, a konfiguráció
pontonként tart egy határkonfigurációhoz, ami megegyezik a β=1 esetben létező megoldáscsalád
nagy kiterjedésű határesetével.
A β > 1 esetben a csavart húrok egy további fontos tulajdonsága az, hogy energiájuk4
alacsonyabb, mint a beágyazott ANO–húroké, ennek megfelelően azt várjuk, hogy ha valamilyen
fizikai folyamat során húrok jönnek létre, akkor azok inkább lesznek csavartak, mint egyszerű
beágyazottak. Azt is érdemes megjegyeznünk, hogy a húrok energiája az ω csavarásnak monoton
függvénye, a bifurkációtól távolodva az energia csökken [33].
A β →∞ határesetet leírása egy kényszer bevezetésével lehetséges: amennyiben feltételez-
zük, hogy a határesetben f 21 + f
2
2 ≡ 1, akkor a β → ∞ esetben is kaphatunk véges energiás
megoldásokat. A kényszer teljesülése esetén a térkomponensek egy lehetséges paraméterezése
egy θ szög bevezetésével lehetséges,
f1 = sin θ , f2 = cos θ . (4.12)





























Ebben az esetben egy beágyazott ANO–vortex energiája végtelen, míg a fenti, csavart megol-
dások véges energiásak, és az ω csavarás minden értékére léteznek [33].
4.0.3. Bifurkáció a beágyazott ANO–vortexekkel
Mára már jól ismert az az eredmény [42, 43], hogy a beágyazott ANO–vortexek a (4.1) el-
méletben az f2 komponens kis perturbációira nézve instabilak. Ez az instabilitás a csavart
vortex-megoldásokkal való bifurkációnak felel meg [33]. A bifurkációs pont körül az alábbi mó-












2 + . . .




3 + . . .
ω = ωb +εω1 +ε
2ω2 + . . .
(4.14)
ahol a(0) , f (0)1 a háttér (beágyazott) ANO–vortex profilfüggvényeit jelöli (melyek egyenlete le-
olvasható a (4.10)-es egyenletből f2 = a3 = 0 behelyettesítésével). A fenti sorfejtésben néhány,
ε-ban lineáris (elsőrendű) tagot elhagytunk; ezen tagok nullák, egyenletük homogén lineáris
egyenlet. Látható, hogy az egyetlen fellépő elsőrendű tag f (1)2 , miként az fizikailag is plauzibilis :
a bifurkáció a vortex magjában megjelenő f2 kondenzátum nagyságával paraméterezhető.
A térkomponensek további rendekben megjelenő járulékait leíró egyenleteket úgy kapjuk,
hogy a fenti kifejtést behelyettesítjük a (4.10) profilegyenletekbe. Az előbbieknek megfelelően



























2 = 0 . (4.15)
5Ez igazából egy többskálás közelítés [64].
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2 = −2ωbω1f (1)2 . (4.16)
Ebben az egyenletben a jobb oldalon csak egy rezonanciatag áll6, így a határfeltételeket teljesítő





































−2(f (0)1 )2a(2)−4(a(0)−1)f (0)1 f (2)1 = 2a(0)(f (1)2 )2 .
(4.17)
A következő rendben, f (3)2 egyenletében a rezonanciatag eltűnésének a feltétele:










2 −2ω2ba(2)3 f (1)2 +2βf (0)1 f (2)1 f (1)2 +β(f (1)2 )3
)
, (4.18)




r d rfg , and ‖f‖2 := (f, f) . (4.19)





(ω−ωb)+ . . . . (4.20)
A fenti közelítéssel kapott eredményeket összehasonlítottam a numerikus eredményekkel. A
második komponens f2(0) origóbeli értékének az ω csavarástól való függése látható a 4.1. ábrán.
A numerikus adatokon és a perturbációszámítással kapott eredményeken kívül egy ω−1/22 (ωb−
−ω)1/2 + ε1(ωb −ω) alakú illesztett görbét is ábrázoltam. Ennek a görbének az alakja olyan,
amilyet a perturbációszámítás adna, ha még egy rendet kiszámolnánk. Az illesztett adatok és
a perturbatív eredmények összehasonlítása látható a 4.5-ös táblázatban.
A csavart vortexek egzakt és perturbatív számolásának további összehasonlítása látható a
4.2–4.3. ábrákon. Az f1 és a komponensekről nem készítettem ábrát, mert ott a nulladrendű
(ANO) járulék mellett nagyon kicsi a következő (ε2-es) járulék, így az ábra nem mutatna sokat.
6Rezonanciatag: olyan tag, melyet a bal oldalon álló operátor nullába vinne, így az operátor képében nem
szerepelhet.

















4.1. ábra. Az ω–ε összefüggés, β = 1.25
Mint azt az ε – ω összefüggés és a profilfüggvények ábráin s láthatjuk, a fenti sorfejtéses
módszer igen jó közelítést ad, még az ε bifurkációs paraméter viszonylag nagy (ε = 0.2 . . . 0.3)
értékei esetén is. A 4.1.2. és 4.1.3. szakaszokban ezt a sorfejtést fogjuk felhasználni arra, hogy
feltárjuk a beágyazott ANO–vortexek és a csavart vortexek perturbációs spektruma közötti
összefüggést.
4.1. Stabilitásvizsgálat linearizálással
4.1.1. Perturbációszámítás a vortexháttér körül
Ebben a szakaszban a vortexek stabilitásvizsgálatát mutatom be. Az alkalmazott módszer line-
arizáció: a linearizált téregyenleteket oldjuk meg, a perturbálatlan vortexmegoldást háttérnek
tekintve, és növekvő módusokat keresünk. Amennyiben találunk ilyeneket, a háttér instabil.
Ilyen esetben a kapott növekvő módusok tulajdonságaiból fogunk következtetéseket levonni az
instabilitás természetére vonatkozóan.
Vezessük be tehát a teljes mezőkre a következő jelöléseket: φa = φa,bg+εδφa és Aμ = Aμ,bg+
+ εδAμ, ahol φa,bg és Aμ,bg a háttérmegoldás tereit jelöli. A továbbiakban a háttér és a per-
turbáció csak külön szerepel, a teljes térmennyiség már nem, ezért a „bg” indexet elhagyjuk.
A következőkben leírom a δφa és δAμ perturbációkat leíró egyenletek származtatásának és
megoldásának a főbb lépéseit. Módszerünkben Goodband és Hindmarsh [36] analízisét követ-















4.2. ábra. A β = 1.25, ω = 0.13 paraméterű csavart vortex megoldás f2 profilfüggvénye.















4.3. ábra. A β = 1.25, ω = 0.13 paraméterű csavart vortex megoldás a3 profilfüggvénye.
jük, melyben az ANO–vortexek perturbációs spektrumát vizsgálták; így az egyenleteket én is a
háttérmező-mértékben írom fel. A fő különbség a jelen eset és az ANO–vortexek esete között az,
hogy míg az ANO–vortexek z-függetlenek, a csavart vortexekben a két skalármező-komponens
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relatív fázisa z-ben lineáris, ennek megfelelően az egyenletekben sem csak additíven jelenik meg
a perturbációk z irányú hullámszámából adódó energiajárulék, hanem a z-deriváltak csatoltak.
Ennek megfelelően a probléma számításigényesebb, mint látni fogjuk, a z-irányú hullámszám,
mint paraméter, függvényében kell megoldanunk majd egy sajátértékproblémát, így ez az eset
lényegesen számításigényesebb. A háttérmező-mérték alkalmazásának legfőbb előnye a kapott
egyenletek egyszerűsége és áttekinthetősége. A legfőbb hátrány az, hogy a mértékrögzítés, Ga-
raud és Volkov [34] módszerével ellentétben, nem teljes, így szükséges a ghost módusok analízise
is.
A perturbációk viselkedését leíró egyenleteket a (4.4) teljes mozgásegyenletek linearizáció-
jával kapjuk. A kapott egyenletek, annak figyelembevételével, hogy a háttérmegoldás kielégíti













μ∂μ−βφbφ∗a −βφbφa 2i∂μφb +2Aμφb + iφb∂μ
−βφ∗bφ∗a D1−2iδabAμ∂μ−βφ∗bφa −2i∂μφ∗b +2Aμφ∗b− iφ∗b∂μ




és D1 = −δab+AμAμδab−β(|φ|2−1)δab és  = ∂μ∂μ.
A β →∞ határesetben, a reguláris esethez hasonlóan, a (kényszerfeltételt multiplikátorral
tartalmazó) Lagrange–függvény δφa-ban ,δφ∗a-ban és δAμ-ben másodrendig való sorfejtésével
kapjuk meg a mozgásegyenleteket7. A DμDμφa kifejezés nulladrendű tagját χa-val, első rendjét
ψa-val jelölve, a reguláris esetben érvényes (B.10) perturbációs egyenlet a ψa = 0 alakba írható.
Ezzel szemben most a (4.8) Lagrange–multiplikátort is sorba kell fejteni. Így a kapott egyenlet
ψa−(λ(0)δφa +λ(1)φa) = 0,


















7Ez ekvivalens a mozgásegyenletek első rendig való sorfejtésével.
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A perturbációs egyenletek invariánsak az infinitezimális mértéktranszformációkra nézve.
Ezen transzformációk alakja
δφa → δφa + iχφa,
δAμ → δAμ +∂μχ.
(4.25)
A fenti mértékszabadság kezelése úgy lehetséges, hogy egy alkalmas 1
2
|F (A)|2 mértékrögzítő
tagot adunk a Lagrange–függvényhez. A háttérmező–mértékben ez a tag
F (A) := ∂μδA
μ + i(δφ∗aφa−φ∗aδφa) = 0. (4.26)
A fenti mértékválasztás segítségével bizonyos, első deriváltakat tartalmazó tagok kiesnek a D




μ∂μ−(β +1)φbφ∗a −(β−1)φbφa 2i∂μφb +2Aμφb
−(β−1)φ∗bφ∗a D1−2iδabAμ∂μ−(β +1)φ∗bφa −2i∂μφ∗b +2Aμφ∗b




perturbációs operátort, melyben D1 = −δab+AμAμδab−β(|φ|2−1)δab.
Könnyen látható, hogy δA0 egyenlete,
∂μ∂
μδA0 +2|φ|2δA0 = 0 , (4.28)
lecsatolódik, akárcsak az ANO–vortexek jól ismert esetében [36].
A (4.26) mértékfeltétel még nem ad teljes mértékrögzítést, hanem fennáll egy maradék
mértékszabadság; olyan mértéktranszformációk továbbra is megengedettek, melyeknek a gene-
rátorfüggvénye eleget tesz a
∂μ∂
μχ+2|φ|2χ = 0 , (4.29)
ghostmódus-egyenletnek. A ghostmódusok kiejtik a fizikai spektrumból a δA0-módusokat, va-
lamint a (4.27) mértékrögzített perturbációs operátor spektrumának egy részét. Az előbbiek
esetében a kiejtés közvetlenül is látható: δA0 (4.28) egyenlete valóban megegyezik a (4.29)
ghost–egyenlettel. Az ANO–vortexek esetében a szellemmódusok pontos analízise is lehetséges;
ezt a B.3 függelékben adom meg.
Hogy végül közönséges differenciálegyenletek megoldására vezessük vissza a problémát, elő-
ször is alkalmazzunk Fourier–transzformációt a t és z koordinátákban a (4.27) operátorral felírt
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linearizált egyenletekben szereplő perturbációs függvényekre. Bevezetve a









d k d Ωei(Ωt−kz)Ψ̃. (4.31)
Így a perturbációs operátor hatása a Fourier–módusokon
MΨ̃ = Ω2Ψ̃. (4.32)
A számolás és az M operátor részletesen a B.2 függelékben látható. Hasonlóképp, a szögkoor-









sajátértékproblémát kapunk, melyben az M operátor már egy közönséges differenciáloperátor,
melyen az r radiális változó szerinti derivált szerepel. Hasonló módon kezelhető a ghost–egyenlet
is.
A (4.34)-es és a háttérprofilok (4.10)-es egyenletének megoldására alkalmazott numerikus
módszer egyaránt az illesztési pontos belövéses módszer [74, 57]. A megoldás során adódó Ω
sajátértékek a módus k z-irányú hullámszámának függvényében a 4.4. ábrán látható, a β =
= 1.25, 2, 2.5 értéke esetén és a β → ∞ limeszben. Az eredményeket röviden összefoglalva,
két instabil módus van, egy, amely a beágyazott ANO–vortexek s2-beli instabil módusának a
deformációja és a hozzátartozó sajátérték 0 > k > −kmax esetén negatív, és egy, amely pedig
az s∗2-beli módus deformációja. A két módust összekapcsoló transzformáció a k →−k valamint
a s1, s2, a+ térmennyiségek és s∗1, s
∗
2, a− konjugáltjaik felcserélése. Ez a szimmetria a numerikus
adatokban nagy pontossággal tükröződik.
A 4.4. ábrán 0 < k < km hullámszámok esetén kirajzoltuk az instabil módus diszperziós
relációját. Ennek a diszperziós relációnak zárt alakja nem ismeretes, de a
Ω2 = Ω2min +Ω
2
2(k−kmin)2 (4.35)
közelítés a gyakorlatban nagyon jónak bizonyul. A 4.5. ábrán Ω2min és kmin látható, ω függvé-
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nyében, a β = 1.25 esetén.Ugyanezen adatok β = 1.25, 2 és 2.5-re megtalálhatók a 4.1., 4.2.
és 4.3. táblázatokban. A beágyazott ANO–vortexek esetén a (4.35) diszperziós reláció egzaktul
érvényes. Garaud és Volkov [34] cikkükben azt állítják, hogy a sajátérték a minimumát k=±ω-
nál veszi fel. Ezzel szemben a a numerikus adatokban azt találtuk, hogy kmin =±ω-tól lényeges
eltérés mutatkozik, ha ω kicsi (azaz a bifurkációtól távol). Ez a β →∞ esetben különösen jól
látható.
A bifurkációhoz közel a numerikus adatok jól egyeznek Garaud és Volkov [34] adataival,
ugyanakkor, ω kisebb értékeire már mutatkoznak eltérések. Ennek oka véleményem szerint
az itt alkalmazott numerikus eljárások nagyobb pontossága, ennek köszönhető az is, hogy a




0.07 -0.00105 0.73927 0.05418
0.08 -0.00173 0.80044 0.06383
0.09 -0.00262 0.84997 0.07352
0.11 -0.00591 0.94158 0.09542
0.12 -0.00906 0.97588 0.10882
0.13 -0.01390 0.99548 0.12435
0.136 -0.01801 0.99984 0.13513




0.13 -0.00197 0.53731 0.09140
0.15 -0.00293 0.57959 0.10545
0.2 -0.00812 0.73531 0.14689
0.25 -0.02213 0.88462 0.19989
0.3 -0.05964 0.97901 0.27098
0.32 -0.08905 0.99561 0.30837
0.329 -0.10687 0.99969 0.32785
4.2. táblázat. A csavart vortexek perturbációi : a diszperziós reláció adatai β = 2 esetén
Fontos megjegyeznünk, hogy az itt vizsgált módusok mind a fizika spektrumban vannak. Ezt
ellenőrizendő megoldottam a (4.29) ghost–egyenletet is. A kapott szellem–állapotoknak nincs
nullahelye, és pozitív sajátértékhez tartoznak. Ebből következik, hogy alacsonyabb sajátértékű
ghost–módusok nem létezhetnek, és így az instabil módusok mind fizikaiak (hiszen nincsenek
negatív sajátértékű szellemmódusok, melyek kiejthetnék őket a spektrumból).
A β →∞ határesetben elvégzett számolások eredménye (a β <∞ esetben is használt para-
méterezéssel) a 4.4. táblázatban, a diszperziós reláció pedig a 4.4. ábrán látható. β →∞ esetén




0.14 -0.00211 0.50713 0.09848
0.15 -0.00249 0.51283 0.10565
0.2 -0.00498 0.57028 0.13811
0.25 -0.01112 0.69774 0.17859
0.3 -0.02468 0.82209 0.22846
0.35 -0.05385 0.92445 0.28949
0.4 -0.11798 0.98491 0.36985
0.42 -0.16215 0.99685 0.41056
0.427 -0.18142 0.99984 0.42641




0.1 -0.000155 0.284781 0.042232
0.5 -0.007838 0.298390 0.266817
1 -0.053988 0.364306 0.585068
2 -0.402749 0.499033 1.356712
3 -1.195500 0.571684 2.179592
4 -2.466004 0.618034 3.016282
5 -4.215287 0.643379 3.855931
4.4. táblázat. A csavart vortexek perturbációi : a diszperziós reláció adatai a β →∞
határesetben













1.25 0.13694 -0.09926 0.13694 -0.09790 -0.0188 0.111 -0.0188 0.0802 –
2.0 0.32992 -0.17824 0.32989 -0.17815 -0.1088 0.488 -0.1088 0.3914 0.614
2.5 0.42744 -0.21244 0.42744 -0.21225 -0.1827 0.720 -0.1826 0.6003 0.501
4.5. táblázat. A csavart vortexek perturbációinak perturbációszámítással és numerikusan
kapott adatainak összehasonlítása. A „fit” indexű mennyiségeket a (4.35) görbének a
numerikusan kapott diszperziós relációra való illesztésével (a minimum közelében) kaptam.
nincsenek ghost–megoldások. Ez onnan is látható, hogy a ghost–sajátértékek β növekedésével
szintén nőnek, és β→∞-re végtelenné válnak. A határesetben kapott eredmények azt mutatják,
hogy az instabilitás β → ∞ esetén is fennmarad. Azt is érdemes megfigyelni, hogy β → ∞-re
ωb→∞, így a határesetben elvégzett analízis egyúttal a kis csavarású (ω→0) eset vizsgálatának
is megfelel, azt mutatja, hogy ω
ωb esetén sem változik az eredmény, az instabilitás ebben az
esetben is fennmarad. Rögzített β mellett az instabil módusok a k ∈ [−km, km] hullámszámmal
paraméterezhetők, minden 0 < ω < ωb csavarás esetén.






































































































4.5. ábra. Az Ω–k diszperziós reláció minimuma és minimumhelye ω függvényében, β = 2
esetén
4.1.2. A perturbációs operátor a bifurkáció közelében
A bifurkációs értékhez közeli ω ≈ωb csavarások esetére a 4.0.3. szakaszban megadtuk a vortex-
háttér kifejtését egy alkalmas ε bifurkációs paraméterben, valamint ennek a paraméternek az ω
csavarással való összefüggését. Ebben a szakaszban ezt a kifejtést szeretnénk felhasználni arra,
hogy megkonstruáljuk a perturbációs operátor, valamint a sajátértékek kifejtését az ε bifurká-
ciós paraméter másodrendjéig (az első rend eltűnik). A számolás részleteit ebben a szakaszban





































































4.7. ábra. Ω2k=ωb és Ω
2
min ε függvényében; perturbatív és numerikus adatok összehasonlítása
is elhagytam, további részleteket az olvasó a B.2. függelékben találhat.
A probléma szempontjából releváns nulladrendű perturbációs módus egyenlete
D
(0)
2 s2 = (Ω
2)(0)s2 , (4.36)
amely tehát a beágyazott ANO–vortex instabilitási módusát írja le. Szeretném már itt megje-
gyezni, hogy k = ω esetén ez a módus nem függ a z koordinátától. A k hullámszám más értékei
esetén a módus z-függése harmonikus.
Első lépésben vizsgáljuk meg a sajátérték első rendű korrekcióit. Ez, miképpen az a kvan-










képlettel adott. Innen látható, hogy a sajátérték ω csavarásfüggésének vezető rendjének kiszá-
mításához legalább a perturbációszámítás második rendje szükséges. Másodrendű korrekciókat
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kétféleképpen is kapunk: egyrészt a perturbációs operátorban szereplő együtthatófüggvények
O(ε2) rendű tagjaiból (tehát a háttér ε2-es korrekciói elsőrendű mátrixelemeiből), másrészt az























































A másik járulék kiszámításához vezessük be a módusok alábbi jelölését (itt a lecsatolódó
δA0 komponenst elhagytam, mert az minden rendben lecsatolódik, ld. még a B.3. függeléket):
ψ2 := (0,0, s2,0,0,0,0)
T ,
















0 ,−sA0 , 0,0, aA0 ,−aA0 ,0)T ,
a3 := (0,0,0,0,0,0, a3)
T .
(4.42)
A (4.42)-es egyenletben ψ2 a beágyazott ANO–húr instabilitási sajátmódusa (ld. (4.36) ) míg ψ
†
2
a konjugáltja (a kettő egyenlete mindössze egy k→−k cserében különbözik), ψS és ψA az ANO–
vortex szimmetrikus ill. antiszimmetrikus sajátmódusát jelöli, a3 pedig az A3 komponensbeli
sajátmódust (melynek egyenlete megegyezik a szellemmódusokéval).
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ahol a λi mennyiségek állandók (legkisebb sajátértékek). A másodrendű perturbációszámításban






















































A fent bevezetett mennyiségekkel a másodrendű perturbációszámításból adódó O(ε2) rendű













formula szerint számolhatók. A perturbációs módusok maguk hasonlóképpen, a perturbáció-
számítás formuláival számolhatók. A számítás eredménye a 4.1.3. szakaszban szerepel.
A ψS és ψA szimmetrikus, ill. antiszimmetrikus módusok potenciálját szemügyre véve (ld.
a B.1. ábrát a B.3. függelékben) könnyen érthető, hogy miért válik a ψS szimmetrikus mó-
dus kvázi–kötötté β > 1.5 esetén (a részleteket ld. a B.3. függelékben). Ezen folytonos, kvázi–
kötött módusok járulékát a következőképpen vettük figyelembe a perturbációszámításban: fel-
tettük, hogy a módus s-komponense az energiával egy intervallumon belül lassan változik, míg
az a-komponens gyorsan. Ennek megfelelően a járulékot a mátrixelemek számítása során az
a-komponenst elhagyva kisimítottuk, és a csak a lassan változó s-komponenssel számoltunk.














ahol tehát az M2S mátrixelemet a simított módussal számoltuk, és az α korrekciós faktort
(spektrális sűrűség integrálja) pedig leolvassuk a perturbatív és az egzakt sajátfüggvények össze-
hasonlításából8.
8Ezzel igazából β > 1.5 esetén a perturbációszámítás egy konzisztencia–ellenőrzését kapjuk. A spektrumpon-
tokra vett integrál kiszámítása nem lenne kevésbé számításigényes, mint a teljes numerikus megoldás. Ugyan-
akkor azt már ez is mutatja, hogy a csavart vortexek perturbációs módusai megkaphatók a beágyazott vortexek
módusainak perturbációjaként.
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Az Ω2 sajátértéket k = ωb hullámszámnál ε függvényében (az ω = ωb bifurkáció közelében)
most már könnyen kiszámolhatjuk a
Ω2k=ωb = (Ω
2)(0) +ε2(Ω2)(2). (4.47)
alakban. (Ω2)(0) és (Ω2)(2) perturbációszámítással kapott és egzakt (numerikus) értékének össze-
hasonlítása a 4.5. táblázatban és 4.7. ábrán látható. A vortexhátterek esetéhez hasonlóan itt
is igen jó az egyezés a perturbatív és az egzakt eredmények között, elsősorban az ε bifurkációs
paraméter nem túl nagy értékei esetén (kb. ε ≤ 0.2). Ez azt jelzi számunkra, hogy a csavart
húrok perturbációs módusait a beágyazott ANO–húrok módusai deformációjának tekinthetjük.
4.1.3. Az instabil módus perturbatív számolása




−, a3, perturbációs függvények perturbációszá-
mítással való előállítását mutatom be. A szakasz végén a kapott perturbatív megoldást össze-
vetem a numerikus megoldással.
Először is jegyezzük meg, hogy a bifurkációhoz közeli vortexek esetén (azaz, ha ω közel
van ωb-hez, ε 
 1), a legalacsonyabb sajátértékhez tartozó hullámszám közel esik k = ω-hez.
Válasszunk most egy olyan vortexmegoldást a perturbációs módszer ellenőrzésére, mely elegen-
dően közel esik a bifurkációhoz ahhoz, hogy a perturbációszámítás még alkalmazható legyen,
de azért már elegendően távol is, hogy a beágyazott ANO–vortextől való eltérés is jól megfi-
gyelhető legyen. Ilyen vortex pl. az ω = 0.13 csavarású β = 1.25 esetén. Vizsgáljuk most meg
ennek k = ω hullámszámú instabil módusát!
Az előző szakaszban a perturbációszámítás segítségével kiszámoltuk az instabil módusok
energiáját, azaz a perturbációs operátor sajátértékeit. Számoljuk ki most, szintén perturbáció-
számítás segítségével a sajátfüggvényeket, azaz a csavart vortex instabil módusát is. A pertur-
bálatlan sajátfüggvény a beágyazott ANO–vortex instabil módusa,
ψ(0) = ψ2 = (0,0, s2,0,0,0,0)
T . (4.48)
Ekkor, a sajátmódus elsőrendű korrekciója







ahol N = ‖ψ2‖. Az elsőrendben korrigált függvény és az egzakt instabil módus igen jól egyezik,
még az ε bifurkációs paraméter ilyen nem túl kis értékeire is (ld. a 4.8. és a 4.9. ábrát; az ott
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4.8. ábra. A csavart vortexek instabil módusa; skalártér–komponensek (β = 1.25, ω = 0.13). A
perturbációszámítással kapott eredményeket s1, s∗1, s2 esetében pontozott vonallal ábrázoltam,













4.9. ábra. A csavart vortexek instabil módusa; vektortér–komponensek (β = 1.25, ω = 0.13). A
perturbációszámítással kapott eredményeket pontozott vonallal ábrázoltam.
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Vegyük észre, hogy a 4.8. és 4.9. ábrán kirajzolt perturbációs függvények esetében az ε
bifurkációs paraméter elég nagy, és még itt is elég erősen dominálja a (k =ω esetén) z-független
s2 komponens a többit. Ez véleményem szerint annak jele, hogy a csavart húrok instabilitásának
a kezdeti dinamikája a beágyazott ANO–húrok dinamikájához hasonlatos: a húr majdnem
homogén módon tágulni kezd. Ennek a további alátámasztására megadom a húrban folyó áram









ahol s∗1,− = O(ε), s1, = O(ε) és f2 = O(ε), így vezető rendben a „0” komponens nem változik
meg a perturbációk hatására, valamint
δj33 = e
iϑei(Ωt−kz) {(k+2ωa3)f1s1,−(k+2ω(a3−1))f2s2,




ahol s∗1,− = O(ε), s1, = O(ε), a3, = O(ε) és f2 = O(ε) így δj33 = O(ε) is teljesül.
A fentiek szerint tehát a csavart húrok sajátértékei és a sajátfüggvényei is csak O(ε2) rendben
térnek el a beágyazott ANO–vortexekétől. Hasonlóan, a beágyazott vortexek s2 sajátfüggvénye
is egy nagy paramétertartományban energiacsökkentő perturbáció a csavart háttéren is. Ener-
giáját ebben az esetben az Ω2 =(ψ2, D2ψ2) képlettel számolhatjuk ki, ami kifejthető ε hatványai
szerint:
Ω2 = (Ω2)(0) +ε2(Ω2)(2) . (4.52)







amivel azt kapjuk, hogy
(Ω2)(2) = M22 +M
k
22(k−ωb) . (4.54)
A 4.6. táblázatban foglaltam össze az adatokat. Itt a fontos tény az, hogy amennyiben ε nem túl
nagy, ez a perturbáció energiacsökkentő (de persze nem sajátfüggvény). Szintén feltüntettem a
maximális ε = εmax értéket, melyre ez még teljesül k = ωb hullámszám esetén.
4.1.4. Az instabil módusok tulajdonságai
Először is, szeretnék emlékeztetni arra, hogy miként a 4.1.1. szakaszban megmutattuk, a kapott
instabil sajátértékek mind fizikaiak. A sajátértékek és a sajátfüggvények vizsgálata egyértelműen





1.25 0.6883 0.2934 −0.0188 0.1653
2 1.2442 0.5990 −0.1088 0.2957
2.5 1.4843 0.7270 −0.1827 0.3396
4.6. táblázat. A ψ2 módus csavart vortex háttéren
mutatja, hogy a vizsgált módusok a beágyazott ANO–vortexek instabil módusának deformációi
(ezt a 4.0.3. szakaszban már említettem, ld. még a B.3. függeléket). Ezalatt azt kell érteni, hogy
egy adott k z-irányú hullámszám esetén a megfelelő Ψ módus és Ω sajátérték az ω csavarás sima
függvényei, melyek ω = ωb esetén visszaadják a beágyazott ANO–vortexek sajátfüggvényeit és
sajátértékeit.A 4.1.3. szakaszban ezt a deformációt perturbációszámítás segítségével írtam le,
perturbálatlan megoldásokként a beágyazott vortex sajátfüggvényeit használva.
Az spektrum legfontosabb tulajdonsága az instabil módusok léte: minden k∈ [−km, km] hul-
lámszámhoz egy módus tartozik negatív sajátértékkel (ahol persze a km maximális hullámszám
függ az ω csavarástól). Ebben a szakaszban ezeknek a sajátfüggvényeknek a tulajdonságait
elemzem, és ezek alapján szeretnék egy–két, kissé spekulatív, következtetést levonni a módusok
fizikai jelentőségével kapcsolatban.
Először vizsgáljuk meg röviden a módusok tulajdonságait. Vegyük észre, hogy még az ωb
bifurkációtól meglehetősen távoli ω csavarások (ε ≈ 0.2 . . . 0.3) esetén is dominálja az instabil
módus egyéb komponenseit az s2 (ld. a 4.1.3. szakaszt, azon belül a 4.8. és 4.9. ábrákat),
valamint, hogy a legmélyebb sajátérték k = ω-hoz közel vétetik fel. k = ω esetén a módus
domináns s2 komponense z-független. Az előző szakaszban azt is megmutattuk, hogy ω ≈ ωb
esetén a beágyazott vortex instabil módusa a csavart háttéren is energiacsökkentő perturbáció
(azt, hogy ez milyen kritikus ε értékig áll fenn, ld. a 4.6. táblázatban), bár nem sajátfüggvény.
Ily módon megadható a csavart vortexek egy z-független energiacsökkentő perturbációja, ami
azt mutatja, hogy a bifurkáció közelében ezen húrok képesek majdnem homogén módon tágulni.
A legalacsonyabb sajátértékhez tartozó kmin hullámszám kmin = ω-tól való eltérése ω kis
értékeinél válik jelentőssé. A perturbációs függvények z-függése ennek megfelelően szintén csak
ekkor lesz lényeges. Ugyanakkor, a bifurkációtól távol, amikor ω kicsi, a vortexek már erősen
kitágultak, a második skalártér–komponens lecsengése lassú. Véleményem szerint ez is annak a
jele, hogy az instabilitás során a vortexek tágulni kezdenek.
Vizsgáljuk meg most azt is, hogy miképpen tágulhat a húr akkor, amikor homogén tágulás
már nem lehetséges! Ehhez vegyünk fel egy z=0-ra centrált, hullámcsomag alakú perturbációt,
melynek hullámszáma k = kmin körül centrált. Ekkor, a hullámcsomag Fourier–transzformáltját
vizsgálva azt kapjuk, hogy ΔxΔk = 1 ahol Δx és Δk a hullámcsomag koordináta- ill. impul-
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zustérbeli szélessége. Legyen a hullámcsomag amplitúdója A. Ekkor energiája
E = |A|2 [Ω2min +Ω22(Δk)2]+ . . . ,
ami akkor negatív, ha Δk elegendően kicsi. Ugyanakkor, hogy az így megadott perturbáció
áramnövelő legyen (azaz, lokálisan a vortex egy nagyobb áramú, szélesebb, kisebb ω-hoz tartozó
vortexhez hasonlítson, azaz táguljon) az kell, hogy















k2min < 0 .
Ellenőriztem, Ω2min és Ω
2
2 fentebb kapott értékeivel β = 2-re a teljes numerikusan elérhető tar-
tományban, a fenti hullámcsomag energiája negatív. Ebből arra következtethetünk, hogy az
instabilitás, a beágyazott ANO–vortexek esetéhez hasonlóan, (lokális, kidudorodás–szerű) tá-
gulás. A tágulás eredménye valószínűleg valamilyen felhígult, mágneses fluxust hordozó konfi-
guráció. Azt is láthatjuk, hogy a fentihez hasonló lokális tágulás viszonylag általános kezdeti
feltételekből kiindulhat, mert a benne résztvevő sajátmódusok éppen a legalacsonyabb energi-
ájú módusok, így ezek növekedése a leggyorsabb. Ha egy általános perturbáció átfedése ezen
módusokkal nem tűnik el, akkor ezen perturbációk gyors növekedésével a kidudorodás létrejön.
A fenti, z-független energiacsökkentő perturbáció léte a bifurkációhoz közel tehát azt jelen-
ti, hogy ezek a húrok, legalábbis kezdetben, az ω csavarástól függetlenül tágulni kezdenek. A
beágyazott ANO–húrok esetén a tágulási instabilitás dinamikusan is ismert [42, 4]. A csavart
és a beágyazott húrok perturbációs spektrumában megfigyelhető hasonlóság is arra utal, hogy
a dinamika kezdetben a csavart húrok esetén is hasonló kell legyen. Ugyanakkor, a lineáris
közelítésben a húr által hordozott globális áram lokalizált marad. Ez a dinamikát is megváltoz-
tathatja: a tágulás mindaddig nem mehet végbe teljesen, amíg ezt az áramot a perturbált húr
valahogy el nem sugározza. Sugárzási effektusok viszont csak a perturbációszámítás magasabb
rendjeiben léphetnek be, így a linearizációs analízis nem elegendő ahhoz, hogy a végállapotot
illetően megbízható jóslatokat tegyünk. A jelen keretek ennek vizsgálatára nem is alkalmasak;
leginkább a teljes, nemlineáris időfejlődés vizsgálata lenne megfelelő a hosszútávú dinamika
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tanulmányozására.
Az áramot hordozó húrok globális – elektromágneses térhez nem csatolt – változatának sta-
bilitásvizsgálatát Lemperiere és Shellard végezte el [56]. Ott egy olyan modell húrjait vizsgálták,
mely két skalármezőkomponenst tartalmaz. Azt találták, hogy a globális húr stabil z-független
perturbációkra nézve, és csak z-független instabil perturbációi vannak, az is csak akkor, ha a
húrban folyó áram nagysága meghalad egy kritikus értéket. Akkor, a globális húr instabillá
válik, időfüggő perturbációkkal szemben. Ugyanakkor a szemilokális modellben a csavart húrok
esetében éppen a mágneses tér az, ami a tágulási instabilitásért felelős.
Garaud és Volkov [34] szintén közöl egy lehetséges elképzelést az instabilitás dinamikájára,
hasonlóan spekulatív módon. Véleményük szerint, az, hogy az áram perturbációja harmonikus
z-függésű (ld. a (4.50)-es és a (4.51)-es egyenleteket), és hogy a nagyobb áram jobban kiszéle-
sedett vortexhez tartozik, analóg a hidrodinamikában ismert Plateau–Rayleigh-instabilitással,
azaz egy vízsugárnak a cseppekre való szétesésével.
Ahogy azt már fentebb leírtam, jó okunk van azt hinni, hogy, legalábbis az áram nem túl
nagy értékei esetén, a csavart húrok az instabilitás kezdetén tágulni kezdenek. Amennyiben az
áram nagy, és már a homogén tágulás nem energiacsökkentő perturbáció, a húr vastagsága már
eleve nagy, így ebben az esetben sem valószínű, hogy a húr szétszakad.
Ezzel kapcsolatban szeretném megemlíteni, hogy nemrégen Battye és Sutcliffe [14] meg-
vizsgálták egy csavart húrból álló vortexgyűrű (vorton) dinamikáját, egy, a szemilokális mo-
dellnél egyszerűbb (csak a két skalármezőt tartalmazó) modellben. Ők azt találták, hogy a
vortexgyűrűk axiálszimmetrikus perturbációkkal (pl. a tágulással) szemben stabil, és nem axi-
álszimmetrikus perturbációkra nézve pedig instabil. A hosszabb idejű fejlődés során a gyűrű
cseppszerű darabokra esik szét. Ugyanakkor szerintem ez a szemilokális modell csavart húrjaira
nem általánosítható. Erre utal egyrészt az, hogy a kezdeti dinamika, és a linearizációs spekt-
rum a két esetben radikálisan eltérő, másrészt az is, hogy amennyiben a húr darabokra esik, a
szétesés eredményei valamilyen rövid, dipólszerű darabok kell legyenek. A globális modellben,
melyet [14]-ben vizsgáltak, ilyen konfiguráció könnyen konstruálható. A szemilokális modellben
azonban, a húrvégeknél a mágneses fluxus kilép, és ez nagy energiajárulékot eredményez (egy
monopólus energiája pl. végtelen). Azt is érdemes megjegyeznünk, hogy nemábeli mértékelmé-
letekben (pl. az elektrogyenge elméletben) már lehetségesnek tűnik a húrszétszakadás; ekkor
lehetséges végállapotbeli konfiguráció lehet pl. a Nambu–féle súlyzó (dumbbell) [63].
Garaud és Volkov [34] művében egy további érdekes kérdést is megvizsgáltak. Részben azért,
hogy valamelyest következtetni lehessen egy vortexgyűrű stabilitására a szemilokális modellben,
megnézték egy húrdarab stabilitását, z = 0, L-ben periodikus peremfeltételekkel. Ez, amennyi-
ben L nagy, a vortexgyűrű egy, a görbületi effektusokat elhanyagoló, közelítése. A szemilokális
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modellben ekkor, a periodikus határfeltételek a csavarásra a következő kényszert adják:
ωL = 2πp , p ∈ Z . (4.55)
Ekkor, ha ω nem nagyon kicsi (azaz a bifurkációtól nem túl távol) a k=ω hullámszámú módushoz
tartozó sajátérték negatív, így a húr periodikus határfeltételekkel is instabil a szemilokális
modellben.
A [34] cikk egy érdekes megfigyelése az, hogy ha a csavart húrokat az SU(2) × U(1)-
mértékelméletben (elektrogyenge elmélet) tekintjük, akkor a fenti instabil módus kizárható. Egy
alkalmasan választott mértéktranszformációval (ld. [34]) a húr z-függetlenné tehető. Ez a mér-
téktranszformáció a skalármezők relatív fázisán kívül az elektromos tér és az SU(2)-mértéktér
harmadik izospin komponensének a z-komponensét változtatja meg. Ekkor, az SU(2)×U(1)-
mértékelméletben periodikus határfeltételek mellett is lehet tetszőlegesen rövid húrdarabot lét-
rehozni. Ugyanakkor, ez a periodikus húrdarab már nem mértékekvivalens a csavart húrral. A
csavart húrból egy rövid darab nem folytonos, és az energiája is végtelen emiatt. A teljes tér-
ben értelmezett esetben a csavart húrt z-függetlenné tevő mértéktranszformációt megvizsgálva,
a mértéktranszformáció generátorfüggvénye z-vel arányos. z-t periodikussá téve, ez már nem
egy egyértékű függvény, így a d z-vel arányos mértéktérkomponensek sem mértékekvivalensek
a 0-val (nem „pure gauge”-ek).
Az SU(2)×U(1)-elméletben a csavart húr komponensei közötti relatív fázist kioltó mérték-
transzformáció a homogén instabil (tágulási) módust exp(iωz) módon z-függővé teszi. Amennyi-
ben ωL =2πp (p∈Z), akkor ezeket a perturbációkat a periodikus határfeltételek kizárják, így a
húrdarab az U(1)-szektorbeli perturbációkra nézve stabillá tehető. Ugyanakkor itt megjegyez-
ném, hogy ez nem zárja ki az SU(2)-szektorbeli instabilitások létét. azt, hogy ilyen instabili-
tások léteznek-e csak a teljes SU(2)×U(1)-elméletben elvégzett stabilitási analízissel lehetne
megállapítani. Az elektrogyenge Z-húrok esetén ezt Goodband és Hindmarsh elvégezték [37],
és megállapították, hogy a Z-húrok instabilak, hacsak nem β kicsi, vagy a θW Weinberg–szög
nagy; az instabilitás pedig éppen a nemábeli szektorban lép fel, és lecsatolódik a többi térkom-
ponensről. Sajnos ez a szétcsatolódás marad meg a [34] cikkben szereplő húrok esetében, így a
szükséges analízis lényegesen bonyolultabb lenne.
4.2. Az eredmények összefoglalása
A fentiekben bemutattam az SU(2)global×U(1) kiterjesztett ábeli (szemilokális) Higgs-modell
csavart vortexeinek linearizáción alapuló stabilitásvizsgálatát. Ezek a vortexek egy instabil mó-
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duscsaláddal rendelkeznek, melyet a z-irányú k ∈ [−km, km] hullámszám paraméterez. Ez az
eredmény megegyezik Garaud és Volkov [34] eredményével.
Ezen túlmenően megadtam a csavart húroknak a beágyazott ANO–húrokkal való bifurká-
ciójának egy szemianalitikus leírását. A sorfejtéssel kapott megoldás meglepően jól közelíti az
egzakt megoldást. Hasonlóképpen, ezt a sorfejtést alkalmaztam a csavart vortexek perturbáci-
óinak a vizsgálatára a bifurkáció közelében. Itt is azt kaptam, hogy a közelítés igen jó. Ezzel
megmutattam, hogy a csavart vortexek perturbációs módusainak családja a beágyazott vorte-
xek módusainak a deformáltja.
Az instabil módusok csavart és beágyazott vortexek esetén igen hasonlóan viselkednek.
Ennek alapján úgy gondolom, hogy az instabilitás kezdetén a dinamika is hasonló kell legyen,
azaz kezdetben a csavart vortexek is tágulásnak indulnak, (majdnem) homogén módon. Ezt az is
alátámasztja, hogy a beágyazott ANO–vortex legalacsonyabb energiájú, homogén módusa, bár
nem sajátfüggvény, de energiacsökkentő perturbáció a csavart vortexek esetében is (a bifurkáció
közelében), valamint az, hogy a legalacsonyabb sajátértékhez tartozó módus a csavart vortexek
esetében is közel homogén.
A bifurkációtól távol, ω 
 ωb esetén, is lehetséges a húr lokális tágulása, egy kidudorodás
képződése, így ezek a már eleve eléggé kiterjedt vortexek is képesek tágulni.
A csavart húrokban egy globális áram folyik, mely eredetileg z-független nagyságú. Ugyan
instabilitás során az áram z-függővé válik, továbbra is lokalizált marad. Ennek megfelelően a





Az előző szakaszban az SU(2)–szimmetrikus kiterjesztett ábeli Higgs–modell csavart húrjait
és azok stabilitását vizsgáltuk. Az 1. fejezetben bemutatott módon, az ábeli Higgs–modell
és a Ginzburg–Landau-elmélet sztatikus konfigurációinak energiakifejezése azonos. Hasonló
analógia a kiterjesztett ábeli Higgs–modell és a többkomponensű rendparamétert tartalma-
zó Ginzburg–Landau-elmélet között is fennáll, azonban az utóbbi esetben a potenciál nem
SU(2)–szimmetrikus. Ennek megfelelően felvetődik a kérdés, hogy ez az aszimmetria miképpen
befolyásolja a húrtípusú megoldások fizikáját.
Kétkomponensű spontán szimmetriasértést tartalmazó skalárelmélet fizikai alkalmazásaként
megemlíthető a nemlineáris optika (nemlineáris Schrödinger–egyelet [71]), vagy a nemkonven-
cionális szupravezetők (pl. MgB2 [96], PrOs4Sb12, [59]) leírása (kétkomponensű Ginzburg–
Landau-elmélet).
Többkomponensű Ginzburg–Landau-elmélettel leírható rendszerekre további példát szolgál-
tat a szuperfolyékony 3He (melynek vortexei is ismertek, ld. [79, 80]), illetve más nemkonven-
cionális szupravezetők (pl. UPt3, [86, 82]). A térelméletben a többkomponensű skalármezők
potenciáljainak általában van valamilyen szimmetriája, a nemszimmetrikus esetek azonban a
kondenzált anyagokban előforduló húrok fizikája és a kozmikus húrok fizikája közötti analógiák
szempontjából is fontos [97].
A jelen fejezetben azt szeretném megvizsgálni, hogy az előzőekben vizsgált globálisan SU(2)–
szimmetrikus EAH–modell legegyszerűbb általánosításának, azaz a globális szimmetria megsér-
tésének milyen hatása van a húrmegoldásokra. Ez a modell a lehető legegyszerűbb általánosí-
tása az eddiginek, ugyanakkor konkrét fizikai alkalmazásokkal is rendelkezik (pl. a fent már
említett MgB2 szupravezetésének leírásában [96, 61, 12]). Ennek a célnak megfelelően a kö-
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vetkezőkben megvizsgálom az összes szóbajöhető modellt, melyben kétkomponensű komplex
skalármező elektromágneses térrel hat kölcsön, majd annak a feltételét, hogy ebben a modell-
ben létezhessenek vortexmegoldások.
A modellek osztályozása során valójában az U(1)-invariáns potenciálokat kell számba ven-
nünk. Ezután, a potenciálok ismeretében kell megvizsgálnunk a vortexmegoldások létét. A vor-
texmegoldások létének a legalapvetőbb feltétele, hogy a modellben spontán szimmetriasértés
(SSB) történjen. A létrejövő spontán szimmetriasértés módjának megfelelően a lehetséges vor-
texek is két alapvető osztályba esnek, aszerint, hogy a spontán sértett állapotban mindkét mező
(2VEV) vagy csak az egyik komponens (1VEV) vákuum-várhatóértéke nemnulla. Hamarosan
látni fogjuk, hogy a csavart vortexek létezése csak az 1VEV esetben lehetséges. Ugyanakkor
vortexmegoldások létezése a 2VEV esetben is lehetséges.
A fejezet felosztása a következő az 5.1. szakaszban megvizsgáljuk a spontán szimmetria-
sértő U(1)–invariáns potenciálokat. Ezután az 5.1.2. szakaszban megvizsgáljuk a teljes elmélet
Lagrange–függvényét, a paraméterek a terek és a koordináták átskálázásakori megváltozását,
majd az 5.1.3. szakaszban a spontán szimmetriasértés lehetséges módjait és ezek feltételét.
Ennek során levezetjük a potenciál legalacsonyabb energiájú állapotait (vákuummegoldások).
Az 5.2. szakaszban a csavart vortexeket vizsgáljuk. Először az 5.2.1. bekezdésben levezetjük
a profilfüggvényekre vonatkozó radiális egyenleteket és peremfeltételeket. Az 5.2.2. szakaszban
az enegiaviszonyokkal és az energia paraméterfüggésével foglalkozunk, az 5.2.3. bekezdésben
röviden kitérek a húrokban folyó (globális) áram kérdésére, az 5.2.4-edikben a beágyazott hú-
rokkal való bifurkáció leírásával, majd az 5.2.4-edikben a zérus csavarású határesetekkel. Itt
néhány esetben z-független, a beágyazott húroktól különböző, szupravezető megoldást kapunk.
Azokat az eseteket, amikor a vákuumban mindkét skalármező-komponens várható értéke
nem nulla (2VEV) az 5.3. szakaszban vizsgáljuk meg. Először itt is azokkal az esetekkel fog-
lalkozunk, amikor a potenciál U(1)×U(1) szimmetriával rendelkezik (ez a feltétel, mint látni
fogjuk, szükséges a hengerszimmetrikus csavarthúr-megoldások létezéséhez), majd az 5.3.1. be-
kezdésben megvizsgáljuk az ilyen szimmetriával nem rendelkező tagok hatását a 2VEV megol-
dásokra.
5.1. U(1)–invariáns potenciálok
Az U(1)–invariáns potenciálok szerkezetét az alábbi szimmetriasértési szekvencia szerint lehet-
séges feltárni :
SU(2)×U(1) → U(1)×U(1) → U(1) . (5.1)
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Az egyes szimmetriák esetén megengedett potenciáltagok, a két mező gerjesztéseinek megegyező
töltést (azonos U(1) transzformációs tulajdonságot) feltételezve,
SU(2)×U(1) : (|φ1|2 + |φ2|2)2, |φ1|2 + |φ2|2, 1 ,






Az SU(2)–invariáns potenciál, a konstansok alkalmas megválasztásával (hogy a potenciál








amikor is egy lehetséges minimum φ=(η,0)T , és a vákuumsokaság U(2). Amennyiben csak U(1)×















amely potenciál a 2VEV eset prototípusa, egy minimuma φ = (η1, η2)T , és a vákuumsokaság
U(1)×U(1). Az általános esetben további tagok is fellépnek, amikor is a fenti két, (5.3) és (5.4)
potenciálok perturbáltjait is meg kell vizsgálnunk.
5.1.1. A potenciálok paraméterezése
Mint látni fogjuk, a legáltalánosabb U(1)–invariáns potenciál esetén nem léteznek forgásszim-
metrikus csavart húrok. A legáltalánosabb eset, melyben még léteznek ilyen húrok, az U(1)×
×U(1)–szimmetrikus potenciállal felírt elmélet (azaz a Witten–modell [93] potenciálja). Ez,







|φ2|4 +λ′|φ1|2|φ2|2−μ22|φ2|2 , (5.5)
ahol az SU(2)–szimmetrikus esetben λ1 =λ2 =:λ, μ22 =λη
2 és λ′ =λ. A potenciálhoz egy tetszés
szerinti konstans még hozzáadható a téregyenletek megváltoztatása nélkül. Ezt a szabadságot
a továbbiakban arra használjuk, hogy a potenciál minimális értékét nullává tegyük (ez véges
energiás megoldások létezésének szükséges feltétele).
A spontán szimmetriasértés feltétele az lesz, hogy φ=0 ne legyen a potenciál minimuma, és
φ→∞ esetén (tetszőleges irányban) V →+∞ teljesüljön (az elmélet stabil legyen). A spontán
szimmetriasértés különböző módjai, és ezek feltétele az 5.1.3. bekezdésben kerül tárgyalásra.
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A potenciál paraméterezéséhez a továbbiakban még egyszer visszatérünk, az 5.3.1. bekez-
désben, ahol is megvizsgáljuk az U(1)×U(1)–szimmetriával nem rendelkező modellek (2VEV
típusú) vortexeit. Ezeket a tagokat itt még elhagytuk, a csavart húrok létezésével való inkom-
patibilitásuk miatt.
5.1.2. A modell Lagrange–függvénye
Egy kétkomponensű komplex skalármezőt és annak elektromágneses térrel (U(1) vektormezővel)





†(Dμφ)−V (φ, φ†) , (5.6)
ahol a kovariáns derivált Dμ = ∂μ− ieAμ, Fμν = ∂μAν −∂νAμ, φ = (φ1, φ2)T , φ† = (φ∗1, φ∗2) és a
metrika továbbra is g = diag(1,−1,−1,−1).
A következőkben azt fogjuk megvizsgálni, hogy a fenti Lagrange–függvénnyel megadott
elméletben milyen feltétellel léteznek beágyazott ANO vagy más, bonyolultabb típusú (pl. csa-
vart) húr típusú megoldások, az (5.5) potenciál paramétereinek a függvényében. Először is, sze-
retném megjegyezni, hogy ha mindkét mezőkomponens vákuum-várhatóértéke nemnulla, akkor
sem beágyazott ANO–húrok, sem csavart húrok nem létezhetnek. A beágyazott húrok esetében
ugyanis φ2 = 0-ból következne a megoldás végtelen energiás volta. A csavart húrok esetére a
következő bekezdésben visszatérek.
A fenti (5.6) Lagrange–függvényhez tartozó mozgásegyenletek:
∂ρFρμ = ie{(Dμφ)†φ−φ†Dμφ} ,
DρD
ρφ = −∂V (φ†, φ)/∂φ† ,
(5.7)
ahol ∂V/∂φ∗1 = λ1(|φ1|2−η21)φ1 +λ′|φ2|2φ1 és ∂V/∂φ∗2 = λ2|φ2|2φ2−μ22φ2 +λ′|φ1|2φ2.
A terek alkalmas átskálázásával (φ → η1φ, Aμ → η1Aμ, xμ → xμ/(eη1)) a mozgásegyenle-









†(Dμφ)− Ṽ (φ, φ†)
}
, (5.8)






|φ2|4 +β′|φ1|2|φ2|2− μ̃22|φ2|2 , (5.9)
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ahol β1,2 =λ1,2/e2, β′ =λ′/e2, μ̃2 =μ2/η1. A továbbiakban az elskálázott változókkal dolgozunk,
és a hullámvonalat μ̃2-ről és Ṽ -ről elhagyjuk. A transzformált mozgásegyenletek ekkor:
∂ρFρμ = i{(Dμφ)†φ−φ†Dμφ} ,
DρD
ρφ = −∂V (φ†, φ)/∂φ† ,
(5.10)
ahol ∂V/∂φ∗1 = β1(|φ1|2−1)φ1 +β′|φ2|2φ1 és ∂V/∂φ∗2 = β2|φ2|2φ2−μ22φ2 +β′|φ1|2φ2.
Az SU(2)–szimmetrikus eset az új paraméterekkel tehát a β2 = β′ = β1, μ22 = β2 paraméter-
értékekkel jellemezhető.
5.1.3. Vákuummegoldások
Ebben a szakaszban a potenciál minimumait vizsgáljuk. Spontán szimmetriasértés (SSB) akkor
jön létre, ha a potenciál minimuma nem φ = 0–nál van. Ez a feltétel a potenciál fenti felírásába
már bele van építve: a potenciált úgy írtuk fel, hogy φ=0-ban a deriváltja eltűnjön és a második
derivált nemnulla (a paramétereket pozitívnak választva pozitív) legyen. Ugyanakkor az elmélet
stabilitása is szükséges, azaz, hogy a terek nagy értékeire a potenciál is növekvő értéket vegyen
fel. A potenciál negyedrendű része a |φi|2-ekben egy kvadratikus alak. Ezek a változók pozitívak,
így a pozitivitás feltétele




A legalacsonyabb energiájú állapot ekkor (1,0), (0, η2) vagy (η1, η2) valamelyike. Az utób-
bi esetben az η1,2 állandókat, a potenciál U(1)×U(1) szimmetriáját felhasználva pozitívnak
vehetjük. A következőkben megvizsgáljuk a három lehetséges minimum feltételeit. Először is,






Ezt behelyettesítve megkapjuk ennek az állapotnak az energiasűrűségét. Annak a feltétele, hogy
ez ne legyen alacsonyabb energiájú, mint (1,0) :







> 0 . (5.13)
Amennyiben az (5.11) és (5.13) stabilitási feltételek teljesülnek, már csak két eset lehetsé-
ges: amikor csak φ1 vákuum–várhatóértéke nem nulla (1VEV) és amelyben mindkét térkompo-
nensnek van nemnulla VEV-je. Az 1VEV eset feltétele abból kapható, hogy (1,0) a potenciál
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= β′−μ22 > 0 . (5.14)










Ezt könnyen megkaphatjuk, ha észrevesszük, hogy a potenciál U(1)×U(1)–invarianciája miatt
a minimumban a tereket valósaknak választhatjuk, és a potenciált (η21, η
2
2) függvényeként te-
kintjük. Könnyen ellenőrizhető, hogy a 2VEV esetben valóban pozitív értékeket kapunk η21-re
és η22-re.
5.2. Csavart húrok
5.2.1. A csavart húr ansatz és a vortexprofil–egyenletek
A csavart húrok az (5.10) téregyenletek hengerszimmetrikus megoldásai. Mértékelméletekben
hengerszimmetrikus konfiguráció alatt olyan mezőket értünk, melyek egy adott (a követke-
zőkben z-koordinátatengelynek választott) egyenes körül való elforgatása vagy amentén való
eltolása egy alkalmas mértéktranszformációval kompenzálható [30, 66]. Mint azt az SU(2)–
szemilokális modell húrjainál már leírtuk, a legáltalánosabb ilyen ansatz [33] :
φ1(r, ϑ, z) = f1(r)e
inϑ ,
φ2(r, ϑ, z) = f2(r)e
imϑeiωz ,
Aϑ(r, ϑ, z) = na(r) ,
A3(r, ϑ, z) = ωa3(r) ,
(5.16)
ahol A0 = 0, Ar = 0.
A fenti (5.16) ansatzot behelyettesítve az (5.10) téregyenletekbe kapjuk a vortexprofil–e-



































Az origóbeli határfeltételeket a terek regularitásából (a radiális egyenletek indexegyenletének
megoldásával) kapjuk, így
f1 ∼ f (n)1 rn, f2 ∼ f (m)2 rm, a ∼ a(2)r2, a3 ∼ a(0)3 . (5.18)
A végtelenbeli határfeltételeket abból kapjuk, hogy ha véges energiás megoldásokat keresünk,
akkor a végtelenben a mezőknek a vákuumsokaságon kell lenniük, így az 1VEV esetben
f1 → η1, f2 → 0, a → 1, a3 → 0 . (5.19)
A 2VEV esetben (amikor tehát f2 is nemnulla a végtelenben, f1,2 → η1,2, ahol is φ = (η1, η2) a
potenciál minimuma). Könnyen láthatjuk, hogy ebben az esetben csavart húr megoldások nem
léteznek, ugyanis a végtelenben a kovariáns deriváltaknak is el kell tűnniük. Egyrészt, mivel φ1
z-független, a végtelenben a3 = 0 kell legyen. Ekkor viszont, ha ω = 0 és φ2 nem cseng le, akkor
D3φ2 sem. Ennek megfelelően ebben a szakaszban feltehetjük, hogy f2 → 0 ha (r →∞).
A továbbiakban az egyszerűség kedvéért az n=1, m=0 (elemi vortex) esettel foglalkozunk.
Ennek ellenére sok eredmény egyszerűen általánosítható a magasabb fluxuskvantumszámú ese-
tekre is.
5.2.2. A húrok energiája
A húrok energiáján itt is hosszegységre eső energiát értünk. Az (5.6) Lagrange–függvénnyel






















1 +(1−a3)2f 22 )+V (f1, f2) ,
(5.20)
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ahol V (f1, f2) =
β1
2




r d rE . (5.21)
A húrenergia paraméterfüggésének meghatározása során felhasználjuk, hogy a húr a tér-
egyenletek sztatikus megoldása, így az energia variációja is eltűnik. Az energia paraméterek









































= −|φ2|2 < 0 ,
(5.23)









1 +(1−a3)2f 22 ) > 0 . (5.24)
Néhány, numerikusan (a profilegyenletek megoldásával) kapott energia–csavarás-görbe látható
az 5.1. ábrán. A fenti analitikus eredményeknek megfelelően jól látható, hogy az energia a
csavarás monoton függvénye.
5.2.3. A húrokban folyó áram
Az 5.2.1-es szakaszban szerepelt, hogy a hengerszimmetrikus csavart húrok létének feltétele,
hogy az (5.9) potenciál az elektromágneses U(1) mértékszimmetrián kívül egy további, globális
U(1) szimmetriával is rendelkezzen. Ekkor a kapott U(1)×U(1) szimmetriacsoport hatása a
következő: az elektromágneses U(1) a két térkomponensen egyformán hat, azok közös fázisát




T âθâ) , (5.25)






















5.1. ábra. Csavart húrok energiája a csavarás (ω) függvényében











furcsa) jelöléseket itt azért vezettem be, mert a T 3̂ generátor megegyezik az SU(2)-szimmetrikus
eset globális SU(2) szimmetriájának harmadik generátorával, így a hozzá tartozó áram azonos
a [33] által, illetve a 4. fejezetben is vizsgált csavart húrok áramával.
A T â generátorhoz tartozó Noether-áram






A (4.9) ansatz felírásához használt koordináta- és mértékválasztással a húrban folyó áramot a




d xj 3̂3 . (5.27)
A (4.9) ansatzot behelyettesítve (5.26)-ba kapjuk:
j 3̂3 = 2ωa3(f
2
1 −f 22 )+2ωf22 . (5.28)
Az SU(2) szimmetrikus esetben a teljes I áram az ω csavarás monoton csökkenő függvénye
[33]. Miképpen az az 5.2. ábrán is látható, az általános esetben nem ez a helyzet. Az ábrán a


















5.2. ábra. Az I áram az ω csavarás függvényében
szimmetrikus és néhány, kevesebb szimmetriával rendelkező potenciál esetén ábrázoltuk a vor-
texek áramát a csavarás függvényében (β =2 SU(2)-szimmetrikus eset, illetve β1,2 =β′ =μ22 =2
és β1,2 = μ22 = 2, β
′ = 2.1). Az SU(2)-szimmetrikus esetben numerikusan megfigyelhető, hogy a
zéruscsavarású határesetben az áram nem tart semmilyen határértékhez, a numerikusan elérhe-
tő tartományban ω → 0-ra egyre gyorsabban nő (feltehetőleg divergál) [33]. Az aszimmetrikus
esetekben, miként az az áram (5.27) képletéből, és a profilfüggvényeknek a (5.17) profilegyenle-
tekből levezethető r→∞-re érvényes aszimptotikus alakjából várható is, I =0 ω =0-ra minden
olyan esetben amikor léteznek zéruscsavarásu vortexek (ld. az 5.2.5. szakaszban). Azokban az
esetekben, amikor nincs zéruscsavarású megoldás, és a megoldások ω → 0 esetén tágulnak, az
áram–csavarás görbe az SU(2)-szimmetrikus esetben kapotthoz hasonló.
5.2.4. A bifurkáció leírása
Az előzőkben megadott elméletnek az 1VEV esetben a jól ismert ANO–vortexek megoldásai,
a φ2 = 0 kiterjesztéssel (beágyazott vortexek). A numerikus eredmények szerint, az SU(2)–
szimmetrikus elmélethez hasonlóan [33], a csavart húrok a beágyazott húrokkal a csavarás egy
adott ωb értékénél bifurkálnak, és a csavart vortexek ω < ωb értékére léteznek.
A bifurkációnak egyik jele az, hogy a beágyazott vortexek az f2 komponens kis perturbációira
nézve instabilak [42, 43, 33]. A bifurkációs pont körül, alkalmas ε változóban a megoldások
kifejthetők, így a bifurkáció egy szemianalitikus leírását kapjuk [31]. Ezt a sorfejtést a 4.0.3.
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bekezdésben megadtam (ld. a (4.14)-es egyenletet). Az eljárás a nem SU(2)–szimmetrikus esetre
minden további nélkül általánosítható. A kifejtés alakja nem változik, a nulladrend az ANO–
vortexek profilfüggvény egyenlete ( (5.17) az f2 = a3 = 0 helyettesítéssel), az egyetlen, az ε























2 = 0 . (5.29)
A magasabb rendek egyenleteit hasonlóan kapjuk. Az f2 további sorfejtési együtthatóinak az




2 , míg a jobb-
oldalon egy, az alacsonyabb rendeket és ω kifejtési együtthatóit (ωn–ig bezárólag) tartalmazó
forrástag áll. Az ωn kifejtési együtthatót éppen innen határozzuk meg, abból, hogy a forrástag
ortogonális legyen f (1)2 -re (rezonanciatag–kiejtés). A vezető korrekció



















(ω−ωb)+ . . . . (5.31)
Amennyiben f (1)2 normálása olyan, hogy f
(1)
2 (0) = 1, akkor vezető rendben ε = f2(0).
Az SU(2)–szimmetrikus potenciáltól való eltéréseknek a bifurkációhoz tartozó ωb csavarásra
gyakorolt hatását az 5.3. ábrán láthatjuk. Annak megmutatására, hogy a βi paraméterek ele-
gendően nagy értékeire ωb =0, megadhatunk egy egyszerű becslést [41]. Ehhez felhasználjuk az
ANO–húr egy egyszerű modelljét (B.4. függelék). Ha f (1)2 elég gyorsan cseng le, akkor a vortex-
profil az (5.29) bifurkációs egyenletben az origóból induló, lineáris, ill. kvadratikus szakaszával,








2 = 0 (5.32)
ahol K = β′F 2 +A2 és E = 2mA+μ22 −ω2b. A fenti egyenlet nem más, mint a két dimenziós
harmonikus oszcillátor Schrödinger–egyenlete, a legalacsonyabb energiasajátérték E = 2K, így



















A fenti közelítés érvényességének fontos feltétele, hogy f (1)2 radiális lecsengése gyors legyen, így


















5.3. ábra. A bifurkációhoz tartozó ωb csavarás β1 függvényében, β′ = β1, β1∓0.1 és
μ22 = β1, β1±0.1 esetén
ez a közelítés nem alkalmas azon βi értékek meghatározására, ahol ωb éppen pozitívvá válik
(azaz, ahol a csavart húrok megjelennek), arra viszont igen, hogy megmutassuk, hogy erős
önkölcsönhatások esetén vannak ilyen megoldások.
Az ωb bifurkációs csavarás paraméterfüggésének vizsgálatához készítettem az 5.3. ábrát. Itt
az látható, hogy milyen hatással van ωb-re a β′ és a μ22 paraméterek megváltoztatása (β2 a
bifurkációs egyenletben nem szerepel). Az ábrán azok a görbék futnak a szimmetrikus esethez
tartozó görbe felett, melyekre β′ kisebb vagy μ22 nagyobb mint a szimmetrikus esetben. Ez
az (5.29) egyenlet alapján érthető is, hiszen abban a ω2b +β
′f 21 −μ22 kombináció szerepel.
5.2.5. A zérus csavarás–határeset
Az 5.2.2. bekezdésben megmutattuk, hogy a húrok energiája monoton növekvő függvénye a
csavarásnak. Ekkor, ha létezik valamilyen ω → 0 határeset, akkor az különösen érdekes lehet:
mint minimális energiájú konfiguráció, lehetséges stabil megoldás. Ennek megfelelően ebben
a bekezdésben megvizsgáljuk, hogy az elmélet paramétereinek a függvényében mikor létezik
egy, a beágyazott húroktól különböző, zérus csavarású megoldás. Itt leginkább azzal az esettel
fogunk foglalkozni, amikor ezt a konfigurációt a beágyazott húrokkal a csavart húrok családja
kapcsolja össze (de ez nem zárja ki, hogy más esetben, a csavart húroktól függetlenül, izoláltan
létezzen egy másik megoldás is, ezzel azonban nem foglalkozunk).

















5.4. ábra. Zérus csavarású (ω = 0) vortex, β1 = β2 = μ22 = 2 és β
′ = 2.1.
Vizsgáljuk meg tehát a csavart húrok ω → 0 határesetét. f2 egyenletéből könnyen látható,
hogy a radiális lecsengés exponenciális része exp(−
√
β′−μ22 +ω2r). Így tehát, ha β′ >μ22, akkor
számíthatunk arra, hogy ω = 0-ra is létezik exponenciálisan lokalizált megoldás. Ekkor persze
































Numerikus számolások során azt tapasztaltuk, hogy ha β′ > μ22, akkor ilyen zérus csavarású
megoldások léteznek. Egy példa látható az 5.4. ábrán.
A fenti (5.34) profilegyenletek numerikus megoldása során azt tapasztaltam, hogy zérus
csavarású, de nem beágyazott ANO–vortexek pl. β1 és β′ értékét rögzítve, μ22 egy kritikus értéke
felett léteznek. (Ugyanakkor μ22 nem lehet tetszőlegesen nagy, ekkor ugyanis nem teljesülne
az (5.14) stabilitási feltétel). Az alsó kritikus érték közelében, a beágyazott ANO–vortexekkel
való bifurkáció leírására hasonló leírás adható, mint a csavart vortexek esetében. Az f1, f2 és
a terek kifejtése a bifurkáció környezetében (4.14)-hez hasonló, azonban most az ω csavarás
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(2) + . . . . (5.35)
Ekkor (μ22)




















2 = 0 , (5.36)









∣∣∣∣2n(a(0)−1)r2 a(2)f (1)2 +2β′f (0)1 f (2)1 f (1)2 +β2(f (1)2 )3
)
. (5.37)
alakjában kapjuk (azonban ellentétes előjellel !). A numerikus adatokkal való összehasonlítás
alapján, az (5.36)-ból kapott μ22, és a teljes numerikus megoldásból leolvasott f2(0)–μ
2
2 össze-
függés kitűnően egyezik (a számolást β1 =β′ =2 és β1 =2, β′ =2.1 esetén végeztük el, az (5.36)
sajátértékegyenletből (μ22)
(0) = 1.89118-at illetve 1.95906-ot kaptunk, míg numerikusan, a pro-
filegyenletek megoldásával 1.89116-ot és 1.9621-et).
Amennyiben az f2 radiális lecsengésében szereplő kitevő ω → 0 esetén nullához tart (azaz,
ha β′ = μ22 ; β
′ < μ22 az (5.14) stabilitási feltétel miatt nem megengedett), akkor még mindig
létezhet egy lassabb lecsengésű (de továbbra is véges energiás) megoldás. erre látható példa
az 5.5. ábrán. (Itt a leglassabban lecsengő profilfüggvény f2 ∼ 1/
√
β2r(log r)
1/2 (r →∞), ami
még elegendően gyors lecsengés a véges energiához).
Amennyiben μ22 = β2-n kívül még β1β2 = β
′2 is teljesül, akkor a numerikus adatok szerint
ω → 0 határesetben egyre táguló megoldások léteznek, határmegoldás nem, ugyanúgy, mint az
SU(2)–szimmetrikus elmélet esetében [33]. Megjegyezzük, hogy ennek az egyre kiterjedtebb
megoldáscsaládnak [33]-ban megadott leírása ebben az esetben is önkonzisztens. Kis csavarású
(már eléggé kiterjedt) vortexek összehasonlítása az SU(2)–szimmetrikus és egy nem SU(2)–
szimmetrikus modellben látható az 5.6. ábrán (az utóbbi modell paraméterei : β1 = 1.99 és
β2 = 2, de más esetben is hasonlók a tapasztalatok, pl. β1 = 1.9 és β2 = 2 esetén).
5.3. 2VEV vortexek
Vizsgáljuk most meg azt az esetet is, amikor az (5.14) feltétel nem teljesül, és így az elmélet
vákuumában mindkét mezőkomponens várhatóértéke nemnulla. Ekkor a modell véges (hossz-





















































(b) β1 = 2.1, β2 = 4/2.1, ω ≈ 0.06
5.6. ábra. Kis csavarású (kiterjedt) megoldások, SU(2)–szimmetrikus és aszimmetrikus
modellekben
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egységre eső) energiájú konfigurációira a terek a végtelenben vákuumértéküket kell felvegyék,
és a kovariáns deriváltak is le kell csengjenek, azaz a skalármezők deriváltjait a vektorpoten-
ciálnak kompenzálnia kell. Mint láttuk, az (5.16) anzatz esetében ezek a feltételek csak akkor
teljesülhetnek, ha ω = 0. A konfiguráció véges energiásságának egy további feltétele, hogy n =
=m teljesüljön, ellenkező esetben az energiában a tangenciális irányú kovariáns deriváltak nem
tudnának elegendően gyorsan lecsengeni. Meg kell jegyeznünk, hogy n = m esetén is léteznek
vortexmegoldások [12], ezek energiája azonban logaritmikusan divergens. Ezen megoldásokat
regularizálása szükséges lehet (pl. az origó körül egy tartományt kizárva, vagy egy R maxi-
mális sugár bevezetésével), azonban a regularizációhoz további fizikai feltevések szükségesek
(pl. figyelembe kell venni, hogy az adott konkrét esetben az effektív modell nem érvényes egy
adott hosszskála alatt). A jelen dolgozatban ezekkel a megoldásokkal nem foglalkozunk, konk-
rét fizikai rendszerek n = m vortexeivel kapcsolatban az irodalomra utalunk (szupravezetőkkel
kapcsolatban ld. pl. [12]).
Az a3 = 0 egyenlőséget figyelembe véve, a profilegyenletek egyszerűsödnek:


























A teljesen szimmetrikus β1 =β2 =:β, μ22 =β esetben f1 és f2 egyenlete azonos. Ekkor f1 =f2 =:f
kompatibilis a mozgásegyenletekkel, és ezzel a feltételezéssel kapjuk:
r(a′/r)′ = 4(a−1)f 2 ,
1
r








ami nem más, mint az ANO–vortexek profilegyenlete (a mezők szokásos skálázása nélkül; a
csatolási állandó és a tömegparaméter most λ=β+β′ és μ22 =β). Az itt kapott ANO–megoldást
most is nevezhetjük beágyazott ANO–vortexnek.
A fenti (5.38) (és persze (5.39)) egyenletek peremfeltételeit a szokásos módon kapjuk. Egy-
részt r =0–ban a regularitásból, f1 ∼ f (n)1 rn, f2 ∼ f (n)2 rn és a∼a(2)r2 ; másrészt r→∞-re abból,
hogy a terek vákuumértékeikhez tartsanak, a kovariáns deriváltak pedig eltűnjenek: f1 → η1,
f2 → η2 és a → 1 ha r →∞.
























5.7. ábra. A vortexenergia β′ függvényében β1 = 2, β2 = μ22 = 2 és β2 = μ
2
2 = 1 esetén. A
β1 = 2-höz tartozó ANO–vortexre E/2π = 1.1566.












2 )+V (f1, f2)−V0 (5.40)
ahol V a potenciál, és V0 = V (φ1,vac, φ2,vac). Sajnos most a paraméterek szerinti parciális deri-
váltakban az utolsó tag deriváltjai is szerepelnek, így nem tudjuk analitikusan meghatározni az
egyes deriváltak előjelét.
A 2VEV–vortexek esetén kapott numerikus adatok az 5.7. és az 5.8. ábrán láthatók. Az
előbbi ábrán szaggatott vonallal a megfelelő ANO–vortexek energiáját is berajzoltam. Mint
látható, az (5.14) stabilitási határ elérésekor a 2VEV–vortexek energiája az ANO–vortexekébe
simán megy át.
5.3.1. Nem U(1)×U(1)–invariáns tagok hatása

































5.8. ábra. A vortexenergia β2 függvényében β1 = μ22 = 2, β
′ = 0 esetén.
Ekkor azonban a két skalármező vákuumbeli fázisa nem választható meg függetlenül, az Ansatz-
ot általánosítani kell :
φ1(r, ϑ, z) = f1(r)e
inϑ ,
φ2(r, ϑ, z) = e
iδf2(r)e
imϑ ,
Aϑ(r, ϑ, z) = na(r) ,
(5.42)
A fentieket a téregyenletekbe behelyettesítve látható, hogy azokkal csak a δ =0, π és π/2 esetek
férnek össze. A vákuumértékek vizsgálatával megmutatható, hogy amennyiben γ1 = 0 és γ2 = 0
valamelyike teljesül, akkor δ az előbbi értékek valamelyikét veszi fel. A továbbiakban ezért fel
fogjuk tenni, hogy γ1,2 legalább egyike eltűnik.
Amennyiben tehát δ = 0 vagy π, akkor bevezethető az eddigi exp(iδ)f2 = ±f2 helyett az f2
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Vegyük észre, hogy az utóbbi csak a γ2 = 0 esetben konzisztens. A δ fázist a végtelenbeli ha-
tárfeltételek határozzák meg (a terek aszimptotikusan a potenciál minimumhelyén lévő értéket
kell felvegyenek).
A vektormező egyenlete mindkét esetben azonos. A jelen esetben, a fentiekben elmondot-
taknak megfelelően n=m és ω =0, a3 =0 lehetséges csak, szintén a végtelenbeli határfeltételek
miatt. Ekkor a egyenlete:
r(a′/r)′ = 2(a−1)(f 21 +f 22 ) . (5.45)
Az r = 0 origóban érvényes határfeltételek megegyeznek az előbbi esetekben érvényesekkel,
f1 ∼ f (n)1 rn, f2 ∼ f (n)2 rn, és a∼ a(2)r2. A végtelenbeli határfeltételek vizsgálatához, mint a fenti-
ekben már említettük, meg kell határozni a potenciál minimumát. Ebben az esetben azonban,
az eddigiekkel ellentétben, a potenciál értéke a két skalármező–komponens relatív fázisától is
függ, így az 5.1.3. bekezdésben alkalmazott módszer nem használható, a minimumok viszont
könnyen meghatározhatók numerikusan. Az itt használt paraméterezés:
φ1 = |φ1| , φ2 = |φ2|eiδ . (5.46)
Néhány numerikus megoldást feltüntettem az 5.1. táblázatban. Vegyük észre, hogy a γ1 = 0
esetben könnyen látható, hogy δ = 0 ha γ2 < 0 és δ = π ha γ2 > 0. Hasonlóan, ha γ2 = 0, akkor
γ1 < 0 esetén δ = 0 és δ = π/2 ha γ1 > 0.
Érdemes megfigyelni továbbá, hogy ha γ2 = 0 és γ1 > 0, akkor δ = π/2 és a vákuummegol-
dások valamint a profilegyenletek megegyeznek a γ1,2 =0 esetben érvényesekkel, a β′→β′−|γ1|
helyettesítéssel. Hasonlóan lehet eljárni ha γ1 < 0.
A γ1 =0 esetben a vákuummegoldásokat numerikusan határoztam meg. Amennyiben γ2 =0,
és a modellben van spontán szimmetriasértés, az csak 2VEV típusú lehet (ha φ1 =0 vagy φ2 =0
lenne, akkor a megfelelő mező szerinti derivált nem lenne 0, tisztán a γ2–tagból). Így tehát, ha
γ2 = 0 és van SSB, akkor a vákuum tulajdonságai 2VEV típusú vortexeket engednek meg.
A fentiek szerint tehát csak δ=mπ/2 (m∈Z) kompatibilis a mozgásegyenletekkel (az (5.42)
ansatz mellett). Ezt viszont elérhető úgy, ha γ1 és γ2 valamelyike eltűnik. A következőkben
ezeket az eseteket vizsgáljuk meg. Megjegyezzük, hogy ezek az esetek elegendően általánosak
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γ1 γ2 |φ1| |φ2| δ
1 0 1.4142 1.4142 π/2
−1 0 1.4142 1.4142 0
1 1 1.4142 1.4142 1.8235
5.1. táblázat. Vákuummegoldások β1 = β2 = μ22 = 2, β


















5.9. ábra. Vortex γ1 = 0 és γ2 = 0, β1 = β2 = μ22 = 2, β
′ = 0 esetén
néhány, már ismert, konkrét fizikai alkalmazás számára is (pl. a nemlineáris optikában – csa-
tolt U(1) vektormező nélkül, ld. [71], vagy bizonyos nemkonvencionális szupravezetők (MgB2)
Ginzburg–Landau-elméletében fellépő vortexek leírása, [96]).
Érdemes még az egyenletek következő szimmetriáját megjegyezni: a γ1 = 0 esetben a profil-
egyenletek nem változnak, ha végrehajtjuk a f2→−f2, γ2→−γ2 transzformációt, vagy a γ2 =0
esetben a δ = π/2 ↔ δ = 0 és γ1 →−γ1 transzformációt.
Egy-egy, a γ1 = 0 ill. γ2 = 0 esetben kapott megoldás látható az 5.10. és az 5.11. ábrán. Az
összehasonlítás kedvéért az 5.9. ábrán egy olyan megoldást rajzoltam le, melyre γ1 = γ2 = 0. A
különböző megoldások energiáját is meghatároztam, és azt tapasztaltam, hogy a γ1 = γ2 = 0
esetben a legalacsonyabb a húr energiája (a többi paraméter változatlan értéke mellett). Az
energiának a γ1 és γ2 paraméterektől való függése az 5.12. és az 5.13. ábrán látható. További
numerikus eredmények találhatók az 5.2. és az 5.3. táblázatokban.


















5.10. ábra. Vortex γ1 = 0 és γ2 = 1, β1 = β2 = μ22 = 2, β















5.11. ábra. Vortex γ2 = 0 és γ1 = 1, β1 = β2 = μ22 = 2, β
′ = 0 esetén














5.12. ábra. A vortexek energiája γ2 = 0 és β1 = β2 = μ22 = 2, β





















5.13. ábra. A vortexek energiája γ1 = 0 és β1 = β2 = μ22 = 2, β
′ = 0 esetén









0 0 1.20658 1.20658 1.00000 2.00000
1 0 1.90101 1.90101 1.62512 3.47164
0 1 1.80986 −1.80986 1.50000 3.00000










0 0 0.94458 0.94458 0.50000 2.00000
1 0 1.74246 1.74246 0.78112 3.32428
0 1 1.73531 −1.73531 0.75000 3.00000
5.3. táblázat. 2VEV vortexek adatai, β1 = β2 = μ22 = 2, β
′ = 0 és n = 2 esetén
5.3.2. Bogomol’nyi–korlátok












d x , (5.47)






{B±(φ∗φ−1)}2 + |D1φ± iD2φ|2±B∓ i {∂1(φ∗D2φ)−∂2(φ∗D1φ)}
]
2
d x , (5.48)
ahol az utolsó tag egy (2D-s) rotáció, így olyan konfigurációkra, melyekre Dμφ elegendően
gyorsan lecseng, elhagyható. A B mágneses térerősség integrálja a teljes fluxus, a kovariáns de-
riváltak lecsengését szintén megkövetelve (ekkor az origótól nagy távolságra a vektorpotenciál
szögkomponensének ki kell ejtenie a szögderiváltat),
∫
B d2 x = 2πn, ami topologikus mennyi-
ség. Az ezen kívüli tagok valós mennyiségek négyzetei, így nem lehetnek negatívak. Így kap-
juk, hogy E ≥ 2π|n|, ami az ezen konfigurációk energiájára vonatkozó Bogomol’nyi–korlát. Az
egyenlőtlenség szaturálható, ekkor az (5.48) egyenletben szereplő, négyzetre emelt tagok el kell
tűnjenek (ami a profilegyenletekre a téregyenleteknél alacsonyabb, elsőrendű egyenleteket je-
lent). (Amennyiben egy konfiguráció szaturálja a Bogomol’nyi–korlátot, akkor az az energiának
a topologikus osztályán belül minimuma, így a mozgásegyenleteknek is megoldása, és, mint
minimális energiájú megoldás, stabil.)
A kiterjesztett ábeli Higgs–modellben (EAH), az 1VEV és a szimmetrikus 2VEV esetben
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(ld. (5.39)) is (γ1,2 = 0-t is megengedve) beágyazott megoldások is léteznek. Ennek megfelelően
természetes módon merül fel a kérdés, hogy ilyenkor is lehetséges-e a fenti (5.48)-hoz hasonló
korlát levezetése.
Az 1VEV esetben, ha β1 = 1, akkor a fenti Bogomol’nyi–korlát a beágyazott AH–konfigurá-
ciókra is érvényes, a φ1 = φ, φ2 = 0 beágyazással. Ekkor nem is léteznek az előzőekben vizsgált
csavart vortexek.
A szimmetrikus β1 = β2 = μ22 =: β 2VEV esetben, a φ1 = φ2 = φ feltevés konzisztens a
mozgásegyenletekkel. Ezt a Lagrange–függvénybe behelyettesítve, az AH–modell Lagrange–
függvényét kapjuk, λ = β +β′+γ1 csatolási állandóval és μ2 = μ22 +β−2γ2 tömegparaméterrel.
Ebben az esetben az elmélet stabilitásának a feltétele λ > 0, a spontán szimmetriasértésé pedig
μ2 > 0. Amennyiben az állandók ilyen megválasztása átskálázható a szokásos módon a β = 1
esetté, akkor fennáll egy Bogomol’nyi–korlát ebben a modellben is, a φ1=φ2 feltételnek megfelelő
konfigurációkra. Megmutatható, hogy az előbbi skálázás akkor lehetséges, ha β+β′+γ1 = 1/4.
5.4. Két fluxuskvantumú vortexek és a vortex–vortex-köl-
csönhatás
Az ábeli Higgs–modellben és kiterjesztésében az egyetlen vortexet leíró megoldásokon kívül
több vortexet tartalmazó megoldások (pl. az Abrikoszov–rács) is ismeretesek. Egy egymástól
jól szeparált vortexekből álló konfiguráció leírható úgy, mint köztük ható erő hatása alatt mozgó
vortexek rendszere. A vortexpárok között ható erő pedig úgy számolható, hogy egy kétvortex-
konfiguráció energiáját a vortexek távolsága szerint deriváljuk [71, 66]. Ennek az erőnek a tulaj-
donságai a szupravezetők elméletében alapvető fontosságú. I-es típusú szupravezetőkben az erő
vonzó, míg II-es típusúakban taszító (az utóbbiakban alakulhat ki a vortexek rácsszerű elrende-
ződésével az Abrikoszov–rács). Konvencionális szupravezetők effektív elmélete egy komponensű
komplex rendparamétert tartalmazó Ginzburg–Landau-elmélet, az energiafunkcionál sztatikus
konfigurációkra megegyezik az ábeli Higgs-modellben érvényessel. I-es típusú viselkedést β < 1
esetén, II-es típusút pedig β > 1-re tapasztalunk.
A többkomponensű skalárteret tartalmazó elméletben a vortexek fizikája a fentieknél sok-
kal változatosabb. Mint azt az előző fejezetekben láttuk, a vortexmegoldások spektruma is
gazdagabb. Ilyen vortexmegoldásoknak lényeges szerepe van a kétgapes szupravezetők (MgB2)
viselkedésének a megértésében is. A MgB2 esetében a 2VEV vortexek kapnak szerepet. Megál-
lapították [61], hogy ott a kölcsönhatás nagy távolságon vonzó, rövid távolságon taszító. Ezt a
jelenséget másfeles típusú szupravezetésnek nevezték el.
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Bár a másfeles típusú szupravezetést az elemi esetektől nem képes megkülönböztetni, azért
a vortex–vortex-kölcsönhatásról a következő módszer is sokat elárul : az n = 2 két fluxuskvan-
tumú vortex E(n = 2) energiáját két, egy fluxuskvantummal rendelkező vortex 2E(n = 1) ener-
giájával összehasonlítva megtudhatjuk, hogy két, nagy távolságban lévő vortex egyetlen, két
fluxuskvantummal rendelkező vortexhez képest energetikailag kedvező-e. Az I-es típusú szup-
ravezetők esetén 2E(n = 1) > E(n = 2), míg a II-es típusú szupravezetők esetén éppen fordítva,
2E(n = 1) < E(n = 2). A következőkben a vortex–vortex-kölcsönhatás csak ezen egyszerűbb, a
kétvortex–megoldás numerikus előállítását nem igénylő osztályozásával foglalkozunk.
Forgács és munkatársai [33] cikkükben megmutatták, hogy már a vortex–vortex-kölcsönhatás
fizikája már az SU(2)-szimmetrikus potenciál esetében is érdekes eltéréseket mutat az egykom-
ponensű esettől. Bár β > 1 esetén a (beágyazott) ANO–vortexek (és a bifurkációhoz közeli
csavartak) II-es típusú (taszító) viselkedést mutatnak, a csavarás elegendően kis értékére az
n = 2-es vortexek alacsonyabb energiájúak, mint két, azonos árammal rendelkező n = 1-es vor-
tex. A vortexeket az áram helyett a csavarással paraméterezve, azt tapasztaljuk, hogy az n = 2
vortexek magasabb csavarásnál bifurkálnak a beágyazott ANO–vortexekkel, mint az n = 1 hú-
rok. Itt először energiájuk közel van a beágyazott húrokéhoz, és nagyobb, mint két n = 1-es
(elemi) ANO-vortexé. Ezután a csavart n = 2-es húrok energiája 2E(n = 1) (azonos csavarásra
vonatkoztatva) alá megy, majd a csavarást tovább csökkentve az alatt is marad.
Az SU(2)-szimmetrikushoz közeli paraméterértékekre azt tapasztaltuk, hogy a fenti visel-
kedés megmarad, elegendően kis ω csavarás esetén βi > 1 esetén is kaphatunk I-es típusú visel-
kedést. Az általános eset azonban ennél bonyolultabb; vannak olyan paraméterértékek is (pl.
β1 = β
′ = μ22 = 2, β2 = 3) melyekre E(n = 2) > 2E(n = 1) (II-es típusú viselkedés) a csavarás
minden értékére fennáll (ld. az 5.14. és 5.15. ábrákat).
A zérus csavarású (ω = 0) határesetben azt találtuk, hogy igen gyakran, amennyiben a
potenciál paramétereinek adott értékére mind n = 1-es és n = 2-es vortexek léteznek, az E(n =
= 2) < 2E(n = 1), annak ellenére, hogy ha β1 > 1, akkor a beágyazott húrok éppen ellentétesen
viselkednek. Az ω = 0 bifurkációhoz közel (5.2.5. bekezdés) azonban a magjukban a második
komponensben kondenzátumot tartalmazó vortexek az ANO-khoz hasonlóan viselkednek.
Az 5.2.2. bekezdésben megmutattuk, hogy az energia nő, ha β1, β2 vagy β′ nő, és csök-
ken, ha μ22 nő. Az utóbbi szerinti deriváltról könnyen látható, hogy a többinél nagyobb, ennek
megfelelően arra számíthatunk, hogy az (5.13) stabilitási feltétel által megengedett tartomány
határán, a β2→∞ határesetben (amikor is az (5.14) feltétel miatt β′-nek is nőnie kell) alacsony
energiás vortexeket találunk. Azt is tudjuk, hogy az energia az ω = 0 esetben a legalacsonyabb,
érdemes tehát ezeket megvizsgálnunk. A numerikus eredmények a várakozásoknak megfelelnek,
sőt, β2 elegendően nagy értékeire még a β = 1-es ANO–vortexeknél is lényegesen alacsonyabb







































5.15. ábra. A húrok energiája a csavarás függvényében
















  ANO β=1
  ANO β=2 n=1
  ANO β=2 n=2
5.16. ábra. A vortexenergia β2 függvényében a stabilitáshatáron, β1 = 1-re. Az ábrán a
β = 1-hez tartozó ANO–vortex energiáját is feltüntettem.
vortexenergia is elérhető. Ennek magyarázata könnyen látható, ha az f2 profilfüggvény helyett
bevezetjük az f̃2=
√












f̃ 22 −μ22 +β′f 21
]
. (5.49)
A β2 →∞ határesetben a fent említett stabilitási feltételeknek megfelelően, μ22 ∼
√
β2β2, β′ ∼
∼√β1β2, így, hogy az egyenlet jobb oldala véges maradjon, az
f̃ 22 ∼ β1(1−f 21 ) (β2 →∞) (5.50)
egyenletnek kell teljesülnie. Ezt f1 egyenletébe behelyettesítve láthatjuk, hogy ez a határeset
az ANO–vortexek β → 0 limeszéhez hasonlatos. Numerikusan előállítottam ANO-vortexmeg-
oldásokat β egészen kis értékeire, és ott valóban a β = 1 esetben érvényes E = 2π értéknél
lényegesen kisebb húrenergiákat kaptam (pl. β =10−6-ra E/2π=0.17103). A limesz viselkedését
az irodalmi 2/ log β [95] aszimptotikával konzisztensnek találtam. A kétkomponensű esetben
kapott numerikus adatok az 5.16. ábrán láthatók.
A 2VEV esetben, mint az látható az 5.7. ábrán és az 5.2. és 5.3. táblázatokban, az eredmény




Ebben a fejezetben megvizsgáltam, hogy miképpen lehet a Forgács, Reuillon és Volkov által az
SU(2)global×U(1) modellben megkonstruált csavarthúr–megoldásokat [33] az SU(2)–szimmetria
nélküli, elektromágneses térhez csatolt kétkomponensű skalármezőt tartalmazó modellekre ál-
talánosítani. Megvizsgáltam a skalármező önkölcsönhatási potenciáljának a paraméterezését, és
a potenciál paramétereire vonatkozó feltételeket adtam meg a csavart és egyéb típusú húrok
létezésére. Ezután, numerikusan a paraméterek viszonylag tág tartományában a megoldásokat
numerikusan előállítottam.
A fentiek során az adódott, hogy azok a modellek, melyekben a fenti típusú csavart húrok
léteznek, az előírt U(1)–szimmetriánál bővebb szimmetriacsoporttal, U(1)×U(1)–szimmetriával
rendelkeznek. A csavart húrok létezésének a feltételei röviden az alábbiképpen foglalhatók össze:
először is a modellnek stabilnak kell lennie (potenciál pozitivitása nagy térértékekre), spontán
szimmetriasértésnek kell fellépnie (a potenciál minimumában nem lehet minden mezővákuum-
várhatóértéke zérus). Ezen kívül, a potenciál minimumának a vizsgálata ad további feltételeket.
Ezek röviden azt mondják ki, hogy csak egy komponens vákuum-várhatóértéke legyen nemnulla.
A fentiekben a csavart húrok és beágyazott húrok bifurkációjának is megadtam egy sze-
mianalitikus leírását. Ezen kívül megvizsgáltam a csavart húrok zérus csavarású határának a
problémáját, amely azért különösen fontos, mert a zérus csavarású határmegoldás, ha létezik,
a családon belül minimális energiával rendelkezik, így várhatóan stabil (azonban a stabilitás
részletes vizsgálatához a perturbációs probléma numerikus vizsgálata lesz majd szükséges).
Az előző szakaszban az is kiderült, hogy amennyiben a vákuummegoldásokra vonatkozó fel-
tétel nem teljesül, és mindkét térkomponens vákuum-várhatóértéke nemnulla, akkor is léteznek
húrok. Ezen modellek leginkább szimmetrikus változataiban a megoldások az ábeli Higgs–modell
Abrikoszov–Nielsen–Olesen-vortexeinek a beágyazásával kaphatók, és hasonló megoldások nem
szimmetrikus potenciál esetén is léteznek.
6. fejezet
Összefoglalás és kitekintés
1. A kink és a sugárzás kölcsönhatását perturbatívan, a beeső sugárzás amplitúdójában kifejtve
vizsgálva kiderült, hogy mint a φ4–modell, mind a sine–Gordon–egyenlet kinkjén a sugárzás li-
neáris rendben visszaverődés nélkül áthalad. Ennek megfelelően a szokásos sugárzási nyomásnak
megfelelő, a beeső sugárzás amplitúdójában kvadratikus rendű erőjárulék eltűnik.
A nemlinearitások miatt létrejövő magasabb rendű szórt hullámok jelenléte miatt fellépő,
negyedrendű erőjárulékot meghatározva az tapasztalható, hogy a Goldstone–modell esetében ez
az erőjárulék a szokásos sugárzási nyomással ellentétben a sugárzás forrása felé hat, a kinkre ha-
tó sugárzási nyomás negatív. A jelenség magyarázata, hogy a nemlinearitások miatt megjelenő,
magasabb frekvenciás sugárzás a kink mögött impulzustöbbletet okoz. A sine–Gordon-egyenlet
esetében a sugárzási nyomás valamennyi rendben zérus.
2. Az effektus a φ4-modell kis perturbációira nézve stabil. Ugyan a potenciál bármilyen kis
megváltoztatásának hatására már tipikusan fellép a hagyományos sugárzási nyomás, a sugárzás
amplitúdója egy kritikus érték felett van, akkor a negatív sugárzási nyomásnak megfelelő járulék
dominál. Figyelembe véve, hogy ezek az elméletek a legtöbb esetben effektív modellek, ennek
a „strukturális stabilitásnak” a jelentősége nagy.
3. Megvizsgáltam a relativisztikus Goldstone–modell vortexének a szórásproblémáját. Az
erő vezető rendje itt kvadratikus, azonban a modell tömeges módusának a szórása során szin-
tén a sugárzás forrása felé hat. A kink esetével ellentétben az effektus kvadratikus rendű, a
vortex mögött megjelenő impulzustöbbletet itt nem a nemlinearitások okozzák, hanem a szórás
többcsatornás volta, a tömeges módusnak a modell Goldstone–módusába való szórása.
4. A mozgásegyenletek linearizálásával megmutattam, hogy az SU(2)–szimmetrikus kiter-
jesztett ábeli Higgs–modellben a csavart vortexek instabilak, negatív sajátértékhez tartozó,
időben növekvő módusokkal rendelkeznek, melyek egy paraméterrel, a húr hosszanti irányába
eső hullámszámukkal paraméterezhetők, a sajátérték a hullámszám egy [−km, km] tartományá-
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ban negatív, ahol a km hullámszám a modell β paraméterétől, és a húr csavarásától függ. A
β →∞ határesetben is hasonló eredményeket kaptam.
5. A csavart húrok egy adott, a modell β paraméterétől függő ωb csavarásértéknél a be-
ágyazott Abrikoszov–Nielsen–Olesen-húrokkal bifurkálnak, energiájuk a beágyazott húrokénál
kisebb. Megadtam ennek a bifurkációnak egy többskálás közelítésen alapuló, félanalitikus le-
írását. Ennek segítségével megmutattam, hogy a csavart húrok perturbációs problémája a be-
ágyazott húrokénak deformációja. Ez felhasználható az instabilitás természetének a további
vizsgálatára. Megállapítottam, hogy a bifurkáció közelében a húr tágulása, egyébként pedig a
lokális megvastagodása energiacsökkentő. Ez alapján valószínűsíthető, hogy a csavart húrok kez-
detben a beágyazott húrokhoz hasonlóan tágulnak. A hosszú idejű dinamika és az aszimptotikus
állapot azonban különbözhet, a sugárzási effektusok lényeges szerepet kaphatnak.
6. Megvizsgáltam az ábeli Higgs–modell legáltalánosabb olyan, kétkomponensű kiterjeszté-
sét, amely megenged hengerszimmetrikus csavart húrokat. Ebben modellben a spontán szim-
metriasértés kétféle lehet, aszerint, hogy a skalármező egy (1VEV) vagy mindkét komponense
(2VEV) nemnulla vákuum–várhatóértékkel rendelkezik-e. Megállapítottam, hogy csavart vor-
texek az 1VEV esetben léteznek. Ebben az esetben gyakran létezik a csavart vortexeknek egy
feltehetően stabil, legalacsonyabb energiás határesete, a beágyazott ANO–vortexekkel együtt,
azoknál lényegesen alacsonyabb energiával.
A módszerek további alkalmazásaként, a fentiek folytatásaként tárgyalható problémák: ha-
sonló módszerekkel további kiterjedt objektumok sugárzással való kölcsönhatása vizsgálható,
így az ANO–húr valamint a φ4–modellben, az exp(iωt) időfüggésű (a szuperfolyadékok örvényei-
vel analóg) vortexek szórásproblémája, és a rájuk ható erő. A stabilitásvizsgálat az elektrogyen-
ge modellbeli csavart húrokra [35], valamint az 5. fejezetben vizsgált húrokra lesz alkalmazható.
Az itt kiszámolt megoldások segítségével közelítő multivortex–konfigurációk energiáit lehet ki-
számolni, és ennek segítségével a vortex–vortex kölcsönhatás részleteiben vizsgálható.
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A függelék
Kiegészítések a kink és sugárzás
kölcsönhatásának vizsgálatához
A.1. A perturbációszámítás magasabb rendjei
Ebben a szakaszban a másod- és harmadrendű perturbációszámítás egyes, a főszövegben kiha-
gyott részleteit szeretném leírni. Ezek a formulák a negyedrendű erőjárulék meghatározásához
szükségesek.
Az összes, a perturbációszámítás során fellépő egyenlet
ξ̈(n) + L̂ξ(n) = f (n)(U (k)(φs), ξ
(l)) (A.1)
alakú másodrendű parciális differenciálegyenlet. Ezekben az egyenletekben a jobb oldalon álló
forrástag mindig az alacsonyabb rendekben kapott megoldásokkal fejezhető ki. Itt az egysze-
rűség kedvéért csak a felhasznált, másod- és harmadrendű formulákat adjuk meg. Ezeket az
egyenleteket úgy kapjuk, hogy φ(x, t) és ω (2.13) és (2.28) perturbatív kifejtését behelyettesít-
jük a (2.2) téregyenletbe:








Az egyenlet jobb oldalán álló forrástag két, időben ±2ω frekvenciával oszcilláló, és egy időfüg-
getlen tagból áll. Ennek megfelelően a megoldást is a






−2iωt +ξ(2)0 (x, t) . (A.3)
alakban kereshetjük. Jelölje ezentúl ξ n-edik rendjében az m-edik Fourier-komponenst ξ(n)m .
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U ′′′(φs)η2±q . (A.6)
Az első egyenletből leolvasható, hogy ω(1)=0. Az (A.5)-ös egyenletet az ηt transzlációs módusra
levetítve, és felhasználva az (L̂ξ̈(2)0 |ηt) = (L̂ηt|ξ̈(2)0 )∗ = 0 azonosságot, kapjuk, hogy
(ξ̈
(2)
0 |ηt) = −
1
4
(U ′′′(φs)ηqη−q|ηt) . (A.7)
Megmutatjuk, hogy ennek az egyenletnek a jobboldala pontosan a visszaverődésmentes poten-















η′q = −(U ′′′(φs(x))ηqη−q|φ′s) . (A.9)
Itt, az integrált egy alkalmas [−L,L] intervallumon tekintve, és a bal oldalon parciálisan integ-





−L = −(U ′′′(φs)ηqη−q|ηt) , (A.10)
ahol a fentieken túl azt is használtuk, hogy ηt = φ′s. (A.10)-ben a peremtagokat ηq (2.18) és
(2.19) aszimptotikus alakjának a felhasználásával meghatározhatjuk, így a következő egyenlet-
hez jutunk:
4q2|R|2 = −(U ′′′(φs)ηqη−q|ηt) . (A.11)
Ez az egyenlet mutatja, hogy visszaverődésmentes potenciál (R≡0) esetén (U ′′′(φs)ηqη−q|ηt)=0,
így feltehető, hogy ξ̈(2)0 = 0, ha R ≡ 0.
Azt sem nehéz megmutatni, hogy ξ(2)0 (x) x →±∞-re a
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határértékhez tart. Ahhoz, hogy megvizsgáljuk az (A.6) egyenlet megoldásának az aszimp-




m (x) , (A.13)
alakú, felírjuk a megfelelő határfeltételeket kielégítő megoldás általános alakját:










d x′ η−κ(x′)f (n)m (x
′) , (A.14)
ahol ηκ a homogén egyenlet megoldása (azaz L̂ sajátfüggvénye), κ =
√
m2ω2−U ′′(φvac) az mω
frekvenciához tartozó hullámszám, W =ηκη′−κ−η′κη−κ =−2iκ pedig a Wronski–determináns1. A
megoldás aszimptotikus alakjának a vizsgálatához először egy kicsit átalakítjuk a fenti formulát,
∫ x
−∞








d x′ ηκ(x′)f (n)m (x
′) . (A.15)
Itt a teljes valós tengelyen vett integrált a reziduumtétel segítségével végezhetjük el, míg a
második tagban elég ηκ és f
(n)






η2+q +α22,±k(q)η∓k , (A.16)
ahol k a 2ω frekvenciához tartozó hullámszám, és















A továbbiakban a homogén rész együtthatóit jelölje




d x′ηκ(x′)f (n)m (x
′) . (A.18)
1Az egyenletben nem szerepel elsőrendű x-szerinti derivált, így W konstans, az ηκ és η−κ megoldások aszimp-
totikus alakjával számolható.
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alakba, ahol az U potenciál deriváltjai a φ=φvac helyen veendők. Vegyük észre, hogy az egyen-
letek baloldala egy q frekvenciájú harmonikus egyenlet, míg a jobboldalon van egy rezonáns
forrástag. Ennek a kiejtéséhez a










feltételnek kell teljesülnie, ami megadja a frekvencia első nemeltűnő korrekcióját. Ezzel már






+1(x →±∞) = −
1
2









ahol p± = ∓k−q. A fentihez hasonló számolással adódik, hogy
ξ
(3)













ahol s a 3ω frekvenciához tartozó hullámszám. Látható, hogy a harmadrendű megoldásban csak
időben oszcilláló tagok vannak, így annak a transzlációs módusra való vetülete időátlagolás után
a gyorsuláshoz nem ad járulékot. A következő nem oszcilláló tag negyedrendben jelenik meg.
































































Ha most kiszámoljuk ξ(4)0 -nak az ηt transzlációs módusra vett vetületét, akkor az (A.26)-ban













Ebben a szakaszban közvetlen számolással megmutatom, hogy a Newton–egyenlet a kinkre a
perturbációszámítás vezető rendjében fennáll. Kiindulópontunk a perturbált mező ξ̈ deriváltjá-













































′− ξ̇(1)1 ξ̇(1)−1 +φ′sξ(2)0
′
, (A.29)
ahol azonnal látható, hogy az első és az utolsó tag elhanyagolható (−T11)|L−L járulékot ad, ha L




























egyenletet, és vegyük észre, hogy ξ̇(1)1 = iωξ
(1)
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ahol felhasználtuk ξ(1)±1 mozgásegyenletét. A fentieket (A.28)-cal összevetve a bizonyítás véget
ér.
Ha a másodrendben eltűnik a gyorsulás, akkor az első nemtriviális járulék negyedrendű.
Ez abból látható, hogy sem ma-ban, sem T11-ben nincs harmadrendben nullafrekvenciás tag.
A negyedrendű gyorsulástag ekkor (msa)4 = −〈ξ̈(4)0 〉, ahol ξ̈(4)0 az egyenletének a forrástagjával













































































Itt megjegyezzük, hogy ξ(3)±1 egyenletében a rezonanciatagok eltávolítására be kellett vezetnünk
egy nemeltűnő q(2) korrekciót. Ez a tag is ad egy negyedrendű korrekciót a (T11)2-n keresztül,
ami éppen
(−T11)4res = 4ωω(2)ξ(1)1 ξ(1)−1 |L−L.
A Newton-egyenlet érvényességének a vizsgálata ebben a rendben is ugyanúgy történik, mint
másodrendben. Először (ma)4-ben parciálisan integrálunk, aminek eredményeképpen megkap-
juk az energiaimpulzus-tenzor összes, a potenciált tartalmazó tagját, mint peremtagot. Ez után





























































































Vegyük észre, hogy az integrál alatt szereplő tagok a (2.14), (A.5), (A.6) és (A.20) mozgás-
egyenletek forrástagjai. Ezeket a megfelelő egyenletek jobboldalával helyettesítve, és a tagokat
átrendezve teljes deriváltakat kapunk. Az integrálokat elvégezve így épp (−T11)|L−L fennmaradó
tagjait kapjuk.
Az (A.30)-as formula segítségével kiszámolhatjuk a [−L,L] dobozban lévő impulzust A4
rendig. Az impulzus időegységre eső változását (2.10) adja meg, és ennek a (2.29) integrált
alakja szükséges. A (2.13) sor behelyettesítésével, és A-ban való sorfejtéssel láthatjuk, hogy az
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első nemeltűnő tag A4 rendű, így ∂tP = A4∂tP (4). Az energiaimpulzus-tenzor T11 komponensé-
nek negyedrendű járulékát kell tehát a szakasz végpontjainál kiértékelnünk (−T (4)11 |L−L). Ehhez
a megoldások (A.12), (A.16), (A.24) és (A.25) aszimptotikus alakja, valamint a másodrendű
frekvencia-korrekció, (A.22) szükséges.
A peremtagok egy elég bonyolult kifejezésre vezetnek, melynek időátlaga megadja az erőt,
F = −A4 [2k2 (|α222,+k|−|α222,−k|)−4q2Re α31,−q] . (A.32)
A jelen szakasz végén mutatom, hogy a gyorsuló kink energiájának a vezető tagja is valóban
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2



























A ξ-ben lineáris tagok nem adnak járulékot, mert φs kielégíti a sztatikus mozgásegyenletet.
Az időfüggő, de nem nulla átlagú tagok azok, melyek tartalmazzák a ξ(4)0 = −12at2φ′s + . . .
skalármező-járulékot. Negyedrendben nincs ilyen tag. Hatodrendben a ξ-ben kvadratikus tagok
olyan járulékot adnak, mely ξ(2)0 mozgásegyenletének és ξ
(4)
0 -nak a szorzatával arányos (egy
tagban egy parciális integrálást elvégezve). Az 1
6







ami antiszimmetrikus, így az integrálja 0. Az utolsó tag nem tartalmaz hatodrendben ξ(4)0 -val
arányos tagokat. Végül, a nyolcadrend kvadratikus részéből megkapjuk az 1
2
mv2 járulékot.
A.3. Az sG-kink és egy knoidális hullám szuperpozíciója
Ebben a szakaszban a sine-Gordon-egyenletnek azt az analitikus megoldását szeretném bemu-
tatni, mely megfelel egy kink és egy bejövő hullám nemlineáris szuperpozíciójának. Ezt az igen
figyelemreméltó megoldást H. J. Shin vezette le, Darboux–transzformáció segítségével [81].
Shin munkájában a (z , z̄) fénykúp-koordinátákat használja. Ezen koordináták, és a dolgozat












Ezekben a koordinátákban [81] a sine–Gordon-egyenletet a
∂z̄∂zφ̃ = 2β sin 2φ̃ , (A.35)
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alakban írja fel, ahol β skálaparaméter, az egyenletből kitranszformálható, szerepe csak techni-
kai. Ekkor, a [81]-es hivatkozásban megadott, és az itt használt megoldás közötti transzformáció:
φ(x, t)=2φ̃(z, z̄). Fénykúp-koordinátákban a sztatikus kink-megoldás (mely az (A.35)-nek tesz
eleget):
φ̃s = 2 arctan e
−2√β(z+z̄) . (A.36)
A jelen dolgozat szempontjából érdekes megoldás a Shin munkájában „kettes típusú” néven
szereplő, az alábbi módon adott megoldás:













ahol az S függvény a következő:
S = −ak sn(u, k
2) cn(ζ−u, k2)X +b dn(u, k2)Y
bk sn(u, k2) cn(ζ +u, k2)Y+a dn(u, k2)X , (A.38)
és itt






sn(u, k2) dn(u, k2)
+























(z−V z̄) . (A.41)
A fenti (A.37-A.40)-es egyenletekben az a, b, k, u és V betűk állandókat jelölnek, míg sn, cn és










K− iK ′ ) , (A.42)
ahol K=K(k2) a teljes elliptikus integrál, K ′=K(1−k2) és q̂=exp[−πK ′/(K−iK ′)]. A speciális
függvények jelöléseiben ([81]-től eltérően) Abramowitz és Stegun [2] kézikönyvét követtem, a q̂
szokványostól eltérő jelölést pedig azért vezettem be hogy a q hullámszámmal való keveredést
elkerüljem.
Érdekes módon, a fenti derivált mellett sin 2φ̃ is kifejezhető egyszerű alakban:
sin 2φ̃ = 4SU [1−2k2sn2(ζ, k2)]−2Ũk sn(ζ, k2) dn(ζ, k2) , (A.43)
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ahol U = (S2−1)/(S2 +1)2 és Ũ = 1−8S2/(S2 +1)2.
A fenti, (A.37) (vagy, az azzal ekvivalens (A.43)) megoldás négy paramétert tartalmaz: u-t,
k-t, V -t és b/a-t. Arra már itt szeretnék rámutatni, hogy az (A.37)-ben szereplő k paraméter
nem azonos a perturbációszámítás során használt, szintén k-val jelölt hullámszámmal (a jelölést
itt csak a [81]-gyel való összevethetőség miatt tartottam meg), hanem az A amplitúdóval lesz
összekapcsolható, k = A/2, és ezért lesz megfelelő kifejtési paraméter. A következőkben tehát
a fent megadott megoldás kis k esetén érvényes kifejtését fogom vázolni, hogy ily módon össze
lehessen azt vetni a dolgozatban másutt megadott perturbatív megoldással. A fenti alakban Shin
megoldása nem alkalmas a kis k-kifejtésre. Ezt Θt(u) képletén láthatjuk, ugyanis q̂ → −1 ha
k→0. A közvetlen kifejtés helyett tehát el kell transzformálnunk a Θt(u)-ban szereplő elliptikus















ahol most q̂′ = exp(iπK ′/K). Ez után már látható, hogy Θt(u) könnyen kifejthető k → 0-ra.
Mivel S csak X /Y-tól függ, az utóbbi függvények közös szinguláris része is kiesik, és az így
kapott függvény már analitikus k-ban. Így az (A.37) megoldásban X , Y és kN helyettesíthető
az
X ′ = exp(Mz̄+kN ′ζ)Θ(ζ−u) ,
Y ′ = exp(−Mz̄−kN ′ζ)Θ(ζ +u) ,
(A.45)
és



















A vezető (nulladik) rendben (azaz k = 0-ra), ahogy vártuk, egy izolált kinket kapunk:
M0 =
√
V β [cot u+tanu] , (kN ′)0 =
1
2
cot u , (A.48)
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és












































ami épp egy v sebességre Lorentz-transzformált kink az x0 helyen, azaz














V tan u =
1+v√
1−v2 . (A.51)
A következőkben azt az esetet szeretném megvizsgálni, amikor a kink az origóban nyugszik.
Legyen tehát x0 = 0, v = 0 és így a = b = 1 és
√
V tan u = 1. Vegyük észre, hogy így vezető
rendben X = −x/2.
A sorfejtésben tovább haladva, k-ban első rendben
φ̃1 = − cos 2u sin ζ−sin 2u tanh x cos ζ . (A.52)









V , ω−q =1/√V . Innen már látható, hogy a hullám amplitúdója valóban A=2k.
A kifejtés másodrendje már egy kicsit komplikáltabb, de azért még mindig viszonylag egy-
szerűen elvégezhető. Itt helytakarékosságból csak a végeredményt közlöm:











xx cosh x+cos(ωt−qx) sin(2u) (e2x sin(ωt−qx−2u)+sin(ωt−qx+2u)))
1−6e2x +e4x .
(A.54)
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A fenti egyenlet első tagjából láthatjuk, hogy a konstansok nulladik és első rendben megadott





Ez kompenzálható, ha az állandókat is korrigáljuk másodrendben:
√
V tan u = 1−k2v2. Figye-























ahol, az egyszerűség kedvéért u és ω helyett bevezettük a q hullámszámot. Ez a másodrendű
megoldás pontosan azonos a perturbációszámítás során kapott, a (2.50)-es egyenletben közölt
másodrendű megoldással.
Végül szeretném megjegyezni, hogy alkalmas időátlagolással (a szereplő mennyiségek nem
oszcilláló részét véve) a kink kisimított mozgása is meghatározható. Vizsgáljuk a kink nullahe-
lyét. Ekkor a φ = 0 feltételnek














Ez azt jelenti, hogy a sine–Gordon-egyenlet esetén a kink konstans v sebességgel halad, és ez a




B.1. Csavart vortexek adatai
A csavart vortex-hátterek előállításához a belövéses módszer egy változatát használtam, mely-
ben az integrálás az intervallum két végpontja felől egy közbülső illesztési pont irányában
történik. Az alkalmazott módszer a Numerical Recipes [74] c. könyvben leírt algoritmus egy
módosított változata. Előnye, hogy a két részintervallumon függetlenül alkalmazhatók változó-
transzformációk, így a végpontokbeli szingularitások kezelhetők (a részleteket és konvergencia
kérdését illetően ld. a szerző [57] diplomamunkáját).
Az r = 0 origóbeli szingularitást a következőképpen kezeltem: először megállapítottam a
szingularitás típusát, és a megoldások szinguláris pont közelében érvényes aszimptotikáját. Ez
a jelen esetben rα
∑
n anr
n alakú, ahol az α kitevő az ún. indexegyenlet megoldásaként meg-
kapható. Ezután az f reguláris megoldásra (ahol f egy a szóban forgó térmennyiségek radiális
függvényei közül) egy olyan f(r) → rα−1g(r) változótranszformációt alkalmaztunk, hogy a ka-
pott új g(r) függvény origóbeli aszimptotikájának vezető tagja lineáris legyen. Ekkor g′(0) a
keresendő origóbeli kezdeti feltétel („shooting parameter”). Amennyiben α=0, akkor megtartjuk
az eredeti változót és a keresett paraméter f(0). Megmutatható, hogy ekkor a Runge–Kutta-
eljárás indítható az origóból, nem szükséges a szingularitás körül egy intervallumot kihagyni
(DeHoog és Weiss, [26]).
A végtelenbeli szingularitás kezelése ettől eltérő: ekkor az intervallumot végesnek veszzük,
valamilyen felső határtól indítjuk az integrálást. A felső határon kirovandó kezdeti feltételeket
a megoldás végtelenbeli aszimptotikus sorából határozzuk meg. Ekkor a belövéses módszer
által meghatározandó paraméter rendszerint a sor vezető tagjának az együtthatója (a többi
133
B.2. A PERTURBÁCIÓS EGYENLETEK RÉSZLETEI 134
együttható a differenciálegyenletből rekurzívan számolható). A pontos végtelenbeli viselkedést
illetően ld. [33, 57].
A program ellenőrzéseképpen reprodukáltam Goodband és Hindmarsh [36] művének ered-
ményeit. Ezeket illetően ld. a B.3. szakaszt.
A csavartvortex–profilfüggvények origóbeli viselkedése a következő [33] :














A megoldandó egyenletek tehát a (4.10) vortexprofil–egyenletek. A kapott adatok a B.1., B.2.
és B.3. táblázatban láthatók. A perturbatív megoldással való összehasonlítás szempontjából ld.
a 4.5. táblázatot és a 4.1. ábrát.







r2 + . . . ,
a3 = a
(0)





n2−m2 + . . . .
(B.2)








0.13 0.25190 0.59186 0.60733 0.82323
0.15 0.28346 0.54402 0.65433 0.79308
0.2 0.36301 0.42233 0.76760 0.70547
0.25 0.44828 0.28799 0.88314 0.58603
0.3 0.54637 0.12483 1.01079 0.38627
0.329 0.61429 0.00419 1.09650 0.07058
B.1. táblázat. Csavart vortexek adatai, β = 2
B.2. A perturbációs egyenletek részletei
Ebben a függelékben a perturbációs egyenletek levezetésének a főszövegben elhagyott részleteit
foglalom össze. Bár a főszövegben csak az n=1, m=0 (egy fluxuskvantumot hordozó) vortexekkel
foglalkoztam, itt az általános esetre is megadom a perturbációs egyenleteket.








0.07 0.27408 0.51630 0.61236 0.71889
0.08 0.30626 0.45816 0.65468 0.67508
0.09 0.34187 0.39242 0.69992 0.62227
0.11 0.41788 0.24605 0.79192 0.48760
0.12 0.45853 0.16376 0.83901 0.39513
0.13 0.50210 0.07186 0.88811 0.25965
0.131 0.50667 0.06198 0.89319 0.24093
0.132 0.51129 0.05195 0.89830 0.22038
0.133 0.51595 0.04177 0.90345 0.19742
0.134 0.52067 0.03143 0.90865 0.17108
0.135 0.52543 0.02092 0.91388 0.13943
0.136 0.53026 0.01023 0.91917 0.09741








0.2 0.31089 0.52089 0.70737 0.80286
0.25 0.37613 0.42850 0.80347 0.73803
0.3 0.44471 0.33024 0.90153 0.65527
0.35 0.51962 0.21999 1.00623 0.53963
0.40 0.60523 0.08815 1.12350 0.34356
0.427 0.65867 0.00153 1.19553 0.04537





0.1 0.125139 0.805124 0.417446
0.5 0.384904 0.537321 0.915649
1 0.640988 0.366642 1.442394
2 1.053561 0.200066 2.542428
3 1.366179 0.125926 3.688643
4 1.611840 0.087000 4.854890
5 1.812331 0.064034 6.030722
B.4. táblázat. Csavart vortexek adatai, β →∞
B.2.1. A csavart vortexek perturbációs operátora
Ahogy azt a főszövegben leírtam, alkalmazzunk a (4.27) operátorral felírt perturbációs egyenle-
tekre Fourier–transzformációt (ld. szimbolikusan a (4.31) képletben). Egy, tisztán harmonikus
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idő- és z-függésű módus részletesen:
δφ1(z, t; xi) = e
i(Ωt−kz)δφ1(k, Ω; xi)
δφ2(z, t; xi) = e
i(Ωt−(k−ω)z)δφ2(k, Ω; xi)
δAμ(z, t; xi) = e
i(Ωt−kz)δAμ(k, Ω; xi)
δφ∗1(z, t; xi) = e
i(Ωt−kz)δφ∗1(−k,−Ω; xi)
δφ∗2(z, t; xi) = e
i(Ωt−(k+ω)z)δφ∗2(−k,−Ω; xi) (B.3)
ahol az i index az 1,2 értékeket veszi fel. Az Aμ vektormező–komponensek valósak, így
Aμ(k, Ω, xi) = A
∗
μ(−k,−Ω, xi) . (B.4)





D1 U1 V1 V ′1 A1 B1 0
U∗1 D∗1 V ′1∗ V∗1 A∗1 B∗1 0
V2 V ′2 D2 U2 A2 B2 0
V ′2∗ V∗2 U∗2 D∗2 A∗2 B∗2 0
A∗1 A1 A∗2 A2 D3 0 0
B∗1 B1 B∗2 B2 0 D3 0





D1 = k2 +Ds +2iAi∂i +2kA3 +W1 ,
D∗1 = k2 +Ds−2iAi∂i−2kA3 +W1 ,
D2 = (k−ω)2 +D∫ +2iAi∂i−2(ω−k)A3 +W2 ,
D∗2 = (k+ω)2 +D∫ −2iAi∂i−2(ω+k)A3 +W2 ,
D3 = k2−∂2i +2|φ|2 ,
és
Ds = −∂2i +A2i +A23 +β(|φ|2−1) Wi = (β +1)φiφ∗i
továbbá
U1 = (β−1)φ21
V1 = (β +1)φ1φ∗2
V ′1 = (β−1)φ1φ2
A1 = 2Aiφ1 +2i∂iφ1
B1 = 2A3φ1
U2 = (β−1)φ22
V2 = (β +1)φ2φ∗1
V ′2 = (β−1)φ2φ1
A2 = 2Aiφ2 +2i∂iφ2
B2 = 2A3φ2
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A Fourier–transzformáció után a (4.29) által leírt szellemmódusokra adódik:
D3χ = Ω2χ, (B.6)
és egy mértéktranszformáció pedig a
δAi → δAi +∂iχ, δA3 → δA3− ikχ, δA0 → δA0 + iΩχ. (B.7)













komplex koordinátákat, melyekkel a kapott egyenletek egyszerűbbek. Fourier–transzformálva a
szögváltozóban is (hengerkoordinátákban x1 = r, x2 =ϑ, ld. (4.33)), az  indexre való összegzést
nem jelölve (azaz egyetlen módus)
δφ1(k, Ω) = s1,e
i(n+)ϑ ,
δφ2(k, Ω) = s2,e
i(m+)ϑ ,
δA+(k, Ω) = iae
i(−1)ϑ ,
δA0(k, Ω) = a0,e
iϑ ,
δA3(k, Ω) = a3,e
iϑ ,
δφ∗1(−k,−Ω) = s∗1,−e−i(n−l)ϑ ,
δφ∗2(−k,−Ω) = s∗2,−e−i(m−l)ϑ ,
δA−(−k,−Ω) = −ia∗−ei(+1)ϑ ,
a∗0,−(−k,−Ω) = a0,(k, Ω) ,
a∗3,−(−k,−Ω) = a3,(k, Ω) .
(B.9)
Ezt a mozgásegyenletekbe behelyettesítve, (4.27) a módusokra nézve a (4.34) sajátértékprob-




D1 U1 V V




′ V A′1 A1 B1 0
V V ′ D2 U2 A2 A′2 B2 0
V ′ V U2 D∗2 A
′





2 D3 0 0 0
A′1 A1 A
′
2 A2 0 D
∗
3 0 0
B1 B1 B2 B2 0 0 D4 0
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amelyben
















D3 = Da +
(−1)2
r2
D∗3 = Da +
(+1)2
r2





Ds = −∇2r +ω2a23 +β(|f |2−1) ,
Wi = (β +1)f
2
i ,
Da = −∇2r +k2 +2|f |2
valamint
U1 = (β−1)f 21









































Egy mértéktranszformáció χ generátorfüggvényét is kifejtve, a fenti módusokhoz csatolódó rész
χ = χe
iϑ . (B.12)
Ezt a kifejtést felhasználva a (B.6) szellemtér–egyenlet a
D4χ = Ω
2χ. (B.13)
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alakba megy át. Egy, a fenti egyenletet kielégítő generátorfüggvénnyel megadott mértéktransz-
formáció hatása a térmennyiségek Fourier–komponensein ekkor
sa, → sa, + iχfa ,








a3, → a3,− ikχ ,
s∗a,− → s∗a,−− iχfa ,









a0, → a3, + iΩχ .
(B.14)
B.2.2. A perturbációs operátor a β →∞ határesetben
A β →∞ esetben fellépő φ∗aφa = 1 kényszer linearizálásával a perturbációkra a
φ∗aδφa +φaδφ
∗
a = 0 (B.15)
kényszert kapjuk. Ez a perturbációs egyenletek felírásával, a (4.12) paraméterezés felhasználá-
sával a következőképpen vehető figyelembe:
s1, = t cos θ+ t1, ,
s2, = −t sin θ+ t2, ,
s∗1,− = t cos θ− t1, ,
s∗2,− = −t sin θ− t2, .
(B.16)
Ezután a t, t1, és t2, perturbációs függvények egyenletek levezetése, bár hosszú, de egyértelmű.
Itt csak az  = 0 esetben kapott egyenleteket írjuk fel (a reguláris esetben is ebben a módusban












ahol At0 =−(m−n)(m+n−2na) cos(2θ), Dt0 = k2−Ω2−ω2(1−2a3) cos(2θ), Et0 = 2kωa3 cos θ







t1 +Ct1t1 +Dt1t0 +Et1t2−
√
2 cos θθ′(a0−a∗0) (B.18)














t2 +Ct2t2 +Dt2t0 +Et2t1 +
√
2 sin θθ′(a0−a∗0) (B.19)
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−2ω2a3 sin2 θ− ω22 cos(2θ)−(θ′)2, Dt2 = −2kω(a3−1) sin θ és Et2 = sin(2θ).
B.2.3. A perturbációs operátor kifejtése a bifurkáció közelében
Ebben a szakaszban a (B.10)-esegyenletben szereplő perturbációs mátrix elemeinek az ε bifur-
kációs paraméterben való másodrendű kifejtését adom meg. Itt csak azokat a tagokat közlöm,
melyek a számolás során fellépnek. A differenciáloperátorok kifejtése:
D
(0)
2 = −∇2r +
(m−na(0) +)2
r2
+(k−ωb)2 +β((f (0)1 )2−1) ,
D
(1)




















2 = 0 ,
D
∗(2)
2 = 2ωbω2 +2kω2−
2(m−na(0)−)na(2)
r2
−2ωb(k+ωb)a(2)3 +2βf (0)1 f (2)1 +(2β +1)(f (1)2 )2 .
(B.21)
A skalár–skalár kölcsönhatási tagok:
V (0) = 0 ,
V ′(0) = 0 ,





V ′(1) = (β−1)f (0)1 f (1)2 ,
V (2) = 0 ,



















































2 = 0, és
B
(1)
2 = −2ωbf (1)2 . (B.24)
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A perturbációs mátrix fenti ε-beli kifejtése segítségével, a 4.1.2. szakaszban a sajátértékeket, míg
a 4.1.3. szakaszban a sajátfüggvényeket fejtettük ki a bifurkáció közelében, perturbációszámítás
segítségével.
B.3. Az ANO–vortexek perturbációi
A lokális vortexek profilfüggvényeit leíró egyenleteket a csavart vortexek esetében érvényes
(4.10) profilegyenletekből kapjuk a f2 = a3 = 0 helyettesítéssel. A lokális (ANO–) vortexek pro-
filfüggvényeinek előállítására ugyanazokat a numerikus módszereket használtam, mint a csavart
vortexek esetében. A kapott adatok B.5. táblázatban láthatók. Az ott szereplő f (1) és a(2) shoo-
ting paramétereket a vortex–profilfüggvények origóbeli aszimptotikája definiálja (vezető tag
együtthatója): f ∼ f (1)r+O(r2) és a ∼ a(2)r2 +O(r4)




B.5. táblázat. ANO–vortexprofilok adatai






1.25 1.82404 1.62442 1.62442
2 1.76100 1.76100
2.5 1.81813 1.81813
B.6. táblázat. Az ANO–vortexek perturbációi az  = 0 szektorban
A háttérhez hasonlóan a (beágyazott) lokális vortexek perturbációit leíró egyenleteket is úgy
kaphatjuk a csavart vortexek esetén érvényes (B.10) egyenletekbe beírjuk, hogy ω = ωb és f2 =
=a3 =0. Ekkor az a3 komponens lecsatolódik, egyenlete a szellemmódusok (B.13) egyenletével
megegyező. Az s2, és s∗2,− komponensek egyenlete szintén lecsatolódik; ez a 4. szakaszban
már ismertetett (4.15) bifurkációs egyenlet, mely a beágyazott vortexek esetén (a második
skalármező komponens bevezetésével) fellépő instabilitásokat tartalmazza (további részletek:
[42, 33]).
Az =0 esetben egy további szétcsatolódás is fellép az (s1,0, s∗1,0, a0, a
∗
0) szektorban: szétcsa-
tolódnak a szimmetrikus ψS = (s1, s1, a0, a0) és az ψA = (s1,−s1, a0,−a0) módusok. Ha β < 1.5,
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B.1. ábra. Az ANO–vortexek perturbációs egyenleteiben szereplő potenciálok β = 1.25
(baloldalt), β = 2 (jobboldalt) és β = 2.5 (lent) esetén.
akkor mindkét szektorban van egy–egy kötött állapot, afelett a szimmetrikus állapot kvázikö-
tötté válik (azaz, itt már szórási állapotok vannak csak, de a skalár csatorna még zárt 2<Ω2<2β
esetén). A módusok adatai a B.6 táblázatban láthatók. A szimmetrikus és az antiszimmetrikus
módusok egyenletében fellépő potenciálok a B.1. ábrán láthatók, β = 1.25, 2 és 2.5 esetén. Ez
alapján érthető, hogy miért válik ez a módus kvázikötötté, ha β > 1.5.
A különböző szektorokbeli módusok mértékfüggése és a szellemmódusok jelentése az ANO–
vortexek esetében egyszerűen megvizsgálható. Ezen vortexek spektrumának analízise során Go-
odband és Hindmarsh [36] megállapították, hogy amennyiben a perturbációs problémát 2+1
dimenzióban vizsgáljuk (azaz z-független perturbációkat tekintünk), akkor a szellemmódusok a
δA0-beli perturbációkat és a mértékrögzített perturbációs operátor bizonyos módusait ejtik ki.
Ha z-függő perturbációkat is megengedünk, akkor a δA0 és δA3 módusok egy kombinációja esik
ki δA0 helyett. Az =0 esetben azonosítják is a mértékrögzített operátor spektrumában a kieső
módusokat az antiszimmetrikus módussal, a numerikusan kapott, jó pontossággal megegyező
sajátértékek alapján. Ezen túlmenően itt szeretném megmutatni, hogy ez az azonosítás mikép-
pen tehető meg analitikusan is. A mértéktranszformáció (B.14) Fourier–sorba fejtett alakját
szemügyre véve megállapíthatjuk, hogy a szimmetrikus esetben az s1 = (s1,0 +s∗1,0)/2 és a0 =
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β Eopt/2π EANO/2π






n = 2 2 2.80 2.419
B.7. táblázat. Az ANO–húrok numerikusan és variációs módszerrel kapott energiaértékeinek
összehasonlítása
= (a0 + a
∗
0)/2 szimmetrikus kombinációkból a χ mértékgenerátor Fourier–komponens kiesik.
Ezzel szemben az antiszimmetrikus kombinációban ilyen kiejtés nem lép fel. Csavart vortex
háttéren sajnos a csatolások bonyolultabbak, ezért ilyen egyszerű analízis nem lehetséges.
B.4. Az ANO–húr egy egyszerű modellje
Befejezésképpen megadjuk az ANO–húr egy egyszerű modelljét. Az alkalmazott módszer tu-
lajdonképpen egy variációs közelítés, felírunk egy, az ANO–húr szimmetriájával rendelkező,




⎩ r/R r < R1 r ≥ R ésa(r) =
⎧⎨
⎩ (r/R)
2 r < R
1 r ≥ R
(B.25)
A fenti konfigurációban szereplő R paramétert (húrvastagság) kell az energia minimalizálásával
































A fenti eredményeknek a numerikus értékekkel vett összehasonlítása a B.7. táblázatban látható.
Érdemes megfigyelni, hogy az ANO–húrok esetén már egy ilyen egyszerű modell is egész jó
közelítésre vezet.
